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CHAPITREI
INTRODUCTION
I. Cadre de l'étude
Cette étude s'inscrit dans le cadre d'un programme de recherches menées à la Compagnie Générale
de Chauffe sur la "conduite optimale de réseaux de chauffage urbain complexes" qui a débuté en 1983.
L'objectif de ce programme est l'aide à la conduite de réseaux complexes, et la réduction de leur coût
cl'exploitation.
Actuellement, la plupart des réseaux de chaleur possè dent des régulations simples (capteurs et
régulateurs) ou des régulations "prédictives" (automates programmables associés au fonctionnement de
certains éléments du réseau), quelquefois des optimiseurs locaux (calculateurs gérant, le fonctionnement
optimal de certains éléments du réseau), mais aucun réseau n'est géré globalement automatiquement, ni
ne possède d'aide à la gestion automatique. Pour ces gestions automatiques de réseaux il faut posséder
des outils logiciels, qui puissent être soit un guide pour L'utilisateur (il a alors sous la main un outil qui lui
permet de simuler le comportement global du réseau dans certaines conditions de fonctionnement ou
même de calculer le fonctionnement optimal global du réseau dans ces conditions; il peut aussi tester
diffêrentes configurations de réseau et utiliser ce logiciel en aide au dimensionnement du réseau, dans ce
cas il n'utilise pas les outils logiciels en fonctionnement en temps réel.), ou qui puissent être l'organe cen-
tralet décisionneide la qestior: globale du réseau (l'utilisateur uti lise dans ce cas les outils logiciels en
temps réel pour conduire le réseau.).
C'est dans la perspective d'obtenir ce genre d'outils que le programme de recherches de laCompag-
nie Générale de Chauffe a démarré.
Dans le cadre de ces travaux, deux axes d'étude ont étés poursuivis à l'Ecole Nationale Supérieure
des Mines de Paris, au Centre d'Automatique et Informatique (C.A.I.), qui sont:
l'êtudeenrégimestatiquedesréseauxdechaleur
-l'étude en régime dynamique des réseaux de chaleur
Pour situer ces travaux par rapport à d'autres travaux qui ont pu être menés dans ce domaine en
France, nous pouvons citer le travail de thèse d'E. Brunier (1978), effectué au Centre de Mathématiques
Appliquées et d'Informatique de l'Université de Technologie de Compiègne, dans le cadre d'un contrat
avec la COFRETH. Son étude portait sur l'étude d'un réseau simple à une chaufferie et une sous-station,
sur Ta modélisation précise des éléments intervenant dans cesystèmectl'optimisationessentiellementen
régime statique.
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II. Présentation du problème
De manière générale, un réseau de chauffage urbain comporte une ou plusieurs chaufferies pouvant
utiliser divers combustibles et ne fonctionnant pas forcément toutes en même temps. Ces chaufferies pro-
duisent de l'eau à moyenne ou haute température (100 0 C à ISO 0 Cl. Des pompes électriques assurent la
pression nécessaire pour faire circuler l'eau avec un certain débit à travers le réseau. L'eau chaude, circu-
lant à travers des canalisations aller, délivrelachaleurnéeessaire aux sous-stations puis revient vers les
chaufferies à travers des canalisations retour. Les sous-stations s'alimentent en eau chaude, soit pour four-
nir Ie chauffage domestique, soit pour produire de l'eau chaude sanitaire.
Le système possède deux types de commandes: la température aux entrées dans le réseau (c'est
à dire à la sortie des chaufferies), et la différence de pression délivrée à la sortie des chaufIeries. Chacune
de ces commandes représente une fonction du temps dans le cas d'une étude de l'évolution temporelle du
réseau,représente un scalaire dans le cas d'une étude statique du réseau.
Dans notre étude et dans les études déjà menées au CAl (1. Bratasanu - G. Cohen (UJS4)), nous
nous intéressons à modéliser et optimiser le fonctionnement de la partie primaire du circuit,
c'est-à-dire le comportement hydraulique et thermique de l'eau chaude à partir de sa fourni-
ture à la sortie des chaufferies (ou son entrée dans le réseau), dans sa circulation à travers le
réseau jusqu'aux sous-stations et dans son retour vers les chaufferies.
On suppose connus et donnés par ailleurs les modèles de comportement des chaufferies (nous
n'étudions pas l'optimisation du fonctionnement des chaufferies elles-mêmes, ce problème a été étudié
pour une application industrielle (G. Cohen - B. Durand (19S0)). Pour notre étude, on suppose connue la
loi définissant le coût instantané de fonctionnement d'une chaufferie délivrant à l'entrée du réseau, avec
un débit donné, l'eau à une température donnée, et recevant au retour du réseau l'eau à une autre
température donnée. On doit donc connaître la courbe du coût thermique instantané d'une chaufferie en
fonction d'une demande de puissance thermique globaleinstantanée à l'entrée du réseau.
On eupp oee connus aussi les modèles de comportement des pompes électriques, que l'on suppose à
vitesse var'iable. Pour notre étude, il s'agit essentiellement de connaître la loi définissant le coût
instantané de fonctionnement des pompes délivrant un débit donné sous une différence de pression
donnée entre l'entrée et la sortie d'une chaufferie, ou relevant le niveau de pression en un point donné du
réseau d'une valeur donnée.
Enfin on suppose connus les modèles de comportement des circuits secondaires. Le circuit, primaire à
chaque sous-station fournit de la chaleur à un circuit secondaire par le biais d'un échangeur primaire. Le
circuit secondaire permet la circulation de l'eau jusque sur les sites, où la chaleur distribuée parle réseau
est réellement consommée (cette consommation dépend de plusieurs facteurs, température extérieure,
taux d'occupation des locaux, etc ... ). Ce circuit secondaire est plus ou moins complexe et son comporte-
ment peut varier selon les installations. Si dans notre étude nous ne nous préoccupons pas de la
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modélisation précise des échangeurs, c'est bien sûr avec la restriction que dans son modèle il n'apparaisse
pas de variables de décision intervenant sur la manière de gérer le circuit primaire.
Dans les cas que nous étudions, la température de sortie d'un échangeur sur le circuit secondaire est
régulée par une vanne située sur le circuit primaire, qui limite le débit primaire. Le degré d'ouverture de
cette vanne, qui détermine le débit primaire, est fonction de la température d'arrivée de l'eau du circuit
primaire et des besoins sur le circuit secondaire. On peut donc noter que les débits dans le réseau se
déterminent à partir du fonctionnement dessous-stations.
On peut résumer le comportement d'un circuit secondaire (d'un échangcur) par deux relations
mathématiques, la première donnant le débit primaire, la seconde la température primaire à la sortie de
l'échangeur reliant les deux circuits, en fonction de la température primaire à l'entrée de l'échangeur et
en fonction de la puissance thermique instantanée demandée à la sous-station correspondante. Ces deux
relations sont des équations statiques, elles peuvent correspondre à un régime statique de l'échangeur, ou
signifier que les temps de réponse du circuit secondaire sont négligés dans le modèle utilisé pour l'étude
du circuit primaire (cette approximation est justifiée, car les temps de réponse du circuit secondaire sont
très faibles par rapport aux temps de transit de l'eau du circuit primaire ou aux plages temporelles sur
lesquelles les données primaires sont constantes).
L'étude du fonctionnement du circuit primaire peut être faite en régime stationnaire ou
dynamique. Rapidement essayons d'imaginer ce que chacune de ces études peut apporter comme ren-
seignements sur le fonctionnement du réseau et surtout à quel genre de fonctionnement du réseau ces
deux études peuvent se rapporter?
L'étude du régime stationnaire nous permet d'établir les meilleurs compromis à faire entre envoyer
de l'eau trop chaude dans le réseau, entrainant des pertes thermiques donc un coût thermique plus élevé,
ou de l'eau trop froide, entrainant des débits plus importants et donc un coût hydraulique plus important.
Nous avons vu que c'est au niveau des sous-stations que des vannes déterminent les débits circulant dans
le circuit primaire; l'étude permet d'établir le lien, qui n'est pas intuitif, entre la température envoyée à
la chaufferie et les débits primaires, un bouclage implicite reliant ces valeurs par le biais du niveau des
perles thermiques dans les canalisations. L'étude en régime stationnaire est aussi un bon outil pour une
aide au dimensionnement des réseaux. En effet il est possible de chiffrer rapidement, en fonction des tailles
deseanalisations,duchoixdescaraetéristiquesdeséehangeurs, des puissances requises dans le réseau.
quels sont les coûts d'exploitation et aussi à quels niveaux se situent les optima en température et en
différence de pression. L'expérience montre que les latitudes de variation de ces optima sont importantes
en fonction de ces paramètres.
D'autre part quand un réseau est étendu dans l'espace, les canalisations deviennent longues et les
temps de transit de l'eau dans les canalisations deviennent importants. Ils ne peuvent donc être négligés
que si pcndant des durées beaucoup plus longues que ces temps de transit les demandes aux sous-stations
sont constantes, et si les tarifs électriques sont constants. On peut alors se demander si un tel réseau
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connait des plages de fonctionnement en régime stationnaire ou s'il ne fonctionne qu'en régime transi-
Deplus, baser l'optimisation du pilotage du réseau sur un modèle stationnaire,e'estaussiselimiter
dès le départ dans la classe des commandes constantes au cours du temps. Même à coridit.ions
extérieures stationnaires, on peut penser que dans certaines circonstances un meilleur optimum peut-être
trouvé par exemple dans la classe des commandes périodiques.
Pour ces raisons, l'étude de l'évolution temporelle (dynamique) du réseau parait utile et plus
adaptée à certains types de fonctionnement.
Rapidement donnons deux exemples où le réseau fonctionne en régime transitoire.
Le matin, l'appel en eau chaude sanitaire et en chauffage est brusquement plus important aux sous-
stations; le contrôle de la température au départ du réseau doit prévoir ce phénomène, tenir compte du
temps de transit de l'eau vers les sous-stations ct des pertes thermiques pour accroltre avec une certaine
anticipation son niveau thermique. Les stratégies de pilotage ne sont pas intuitives car il est difficile
d'établir un compromis entre anticiper une demande par un front de chaleur et ne pas trop augmenter les
pertes thermiques. Il ne faut jamais perdre de vue que les stocks de chaleur que l'on souhaite obtenir dans
le réseau sont des stocks périssables.
En demi-saison, les demandes aux sous-stations sont faibles. Il est possible que le meilleur contrôle
en température ne soit pas un contrôle en régime permanent où les chaufferies fonctionneraient avec un
faible rendement mais un contrôle en régime périodique où les chaufferies fonctionneraient alternative-
ment à fort régime, donc avec un bon rendement, puis s'arrêteraient. La durée des plages de ces régimes
ou la classe des fonctions commandes seraient dépendantes de la capacité de stockage thermique du
réseau.
Dans ces exemples, il apparait donc intéressant d'étudier les phases transitoires pouvant exister
entre les différentes plages de fonctionnement stationnaire du réseau et de pouvoir aussi déterminer les
plages de validité des approximations statiques du fonctionnement du réseau.
Il est possible d'aborder l'étude du comportement dynamique du réseau par simulation
et par optimisation.
Une simulation dynamique du réseau d'une part permet de voir comment un certain type de
contrôle de la température à la chaufferie se répercute dans le réseau (temps de propagation des fronts de
chaleur aux différentes sous-stations, effets d'une trop grande, d'une trop faible anticipation de la brusque
croissance ou décroissance des demandes, des tarifs, etc ... ).
Une optimisation dynamique du réseau d'autre part permet de construire des lois de contrôle qui a
priori ne sont pas intuitives ct permet d'êtablirlesgainsréalisês par rapport à des lois de contrôle plus
simples et plus intuitives.
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Il est à noter cependant que le problème statique comporte beaucoup moins de variables que le
problème dynamique (on enlève la dimension temporelle). Il est donc possible de s'intéresser dans l'étude
statique à des réseaux beaucoup plus complexes (tailles plus importantes, nombre de sous-stations plus
important, ct surtout introduction de plusieurs chaufferies dans le réseau). On pourra lire les résultats
déjà obtenus lors de l'étude du régime statique (I.Bratasanu - a.Cohen (1984)).
III. Organisation de l'étude
Nous allons donner un bref aperçu de la manière dont est construit ce mémoire et décrire rapide-
Dans le second chapitre de cc mémoire, nous présentons quels types de réseau de chauffage
nous étudions. Nous présentons chacun des éléments qui le composent (chaufferie, sous-stations,
échangeurs, canalisations, vannes de régulation, ... ). Nous donnons les relations qui résument le comporte-
ment hydraulique ou thermique de ces différents éléments.
Dans le troisième chapitre, nous montrons comment ces différents éléments sont connectés
entre eux, nous donnons les relations qui permettent de passer d'un élément à un autre. Nous soulignons
l'aspect implicite des relations qui lient les débits ct les températures dans le réseau. Pour montrer com-
ment les calculs de toutes les variables du réseau peuvent s'enchaîner, nous reprenons l'étude du réseau
en régime statique et nous montrons comment le dé bouclage des relations implicites a pu se faire dans ce
cas. Nous donnons les différences essentielles dues à l'aspect dynamique de certaines relations dans l'étude
du rê gime dynarnique. Nous évoquons une possibilité différente de déboucler les relations implicites.
Dans le quatrième chapitre, nous présentons l'équation de transport qui régit la propagation des
températures dans une canalisation. Nous faisons une étude de l'équation exacte et surtout nous cher-
chons à montrer que pour des conditions initiales et une commande en température appartenant à cer-
taines classes de fonctions (suffisamment larges pour contenir toutes les lois de commande physiquement
envisageables). on peut trouver une solution à cette équation. Nous faisons une étude de l'équation
approchée par différents schémas numériques, que nous définissons, dont nous décrivons les
particularités de comportement, leurs avantages ou leurs inco nv é nients.
Dans le cinquième chapitre, nous reprenons l'équation de propagation des températures à
travers le réseau complet et nous regardons comment le passage d'une canalisation à une autre s'effectue
selon les différentes approximations de l'équation de transport que nous avons étudiées au troisième
chapitre. Nous montrons aussi comment le calcul de toutes les autres variables du réseau se mènent en
parallèle. Ce chapitre peutétre considéré comme le chapitre décrivant diuersee méthode" de eimulation
du réseau en régime dynamique.
Le eixieme chapitre est consacré au problème de l'optimis ation du fonctionnement du réseau
en régime dynamique. A partir de l'exemple d'un schéma numérique utilisé pour l'équation de transport,
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nous présentons la méthode utilisée pour résoudre le problème de minimisation discrétisé non linéaire
souscontrailltes.
Dans le septième chapitre on présente des résultats de simulation du réseau pour des réseaux
relativement simples afin de pouvoir interpréter aisément les résultats obtenus et comprendre les
particularit.és de chaque méthode de discrétisation. On présente des résultats d'optimisation pour un
réseau simple à une chaufferie et une sous-station et pour un réseau simple linéaire. Les programmes de
simulation et d'optimisation sont conçus pour être utilisés dans l'étude de réseaux arborescents quel-
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CHAPITRE II
MODELISATION DES DIFFERENTS ELEMENTS DU RESEAU
1. Type de réseaux étudiés - Leur schématisation
Dans cette étude des réseaux en régime dynamique, nous nous restreignons au cas de réseaux il une
-cule chaufferie. L'étude de réseaux à plusieurs chaufferies est abord é en régime stationnaire par 1. Bra-
t asanu dans le cadre du même contrat industriel et elle est la source de difficultés qui ne seront pas
abord é es ici.
Nous étudions des réseaux arborescents où toutes les sous-stations sont connectées en
parallèle. Une sous-station est dite en amont (ou en aval) d'une autre si elle est plus proche (ou plus
loin) de la chaufferie dans le sens de parcours du réseau de la chaufferie [racine de l'arbre) vers les noeuds
extrémaux (noeuds feuilles). La notion amont (ou aval) se rapporte au sens de parcours de l'eau dans les
canalisations aller qui désservent les sous-stations les unes après le, autres. La connection en parallèle
(Figure 1) signifie que tout échangeur primaire, associé à une sous-station, a son entrée connedée à une
canalisation aller et sa sortie connectée à une canalisation retour. Par opposition, une connection en série
(J'igure 1) signifie que tout échangeur primaire associé à une sous-station a son entrée connectée avec la
sortie de l'échangeur associé à la sous-station en amont et sa sortie connectée avec l'entrée de
l'échangeur associé à la sous-station en aval.
sous-station
~
sous-station
échangeur
so~tion
--o---IVV\r-~o-
conduite
échangeur échangeur
conduite retour
Connection en Parallèle
Figure 1
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Nous schématisons le réseau par un arbre composé de noeuds et d'arcs reliant ces
noeuds, comme suit:
Figure 2
Le noeud racine représente la chaufferie, les autres noeuds peuvent représenter des sous-
stations, les noeuds extrémaux nommés aussi noeuds feuilles représentent obligatoirement. des
sous-stations,
Les arcs reliant deux noeuds représentent les conduites aller et retour reliant ces deux noeuds,
Nous introduisons la notion de noeud fictif, sans sous-station, artifice utile à ce que tout arbre
puisse se ramener à un arbre binaire. A chaque embranchement, on introduit si nécessaire des noeuds
fictifs pour avoir toujours la même structure, un noeud amont réel et deux noeudsavalflctifs. De cctte
manière l'étude et la modélisation de tout arbre se ramène à l'étude de l'arbre de base à embranche-
ments binaires ct pour tout arbre étudié, la modélisation et les calculs sont basés sur une méthode
systématique et complètement générale.
On triple tout noeud embranchement binaire A de la manière suivante:
-<
Figure 3
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On transforme un noeud embranchemcnt triple A Je la manière suivante:
/
------0----"'~
Figure -1
Nous allons maintenant décrire séparément les différents éléments qui composent le
réseau et donner les relations mathématiques (statiques ou dynamiques) qui résument leur
fonctionnement.
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II. Relations statiques
Nous allons ùonner la suite des éléments du réseau, dont le fonctionnement est ùécrit par des rela-
tions statiques (ou instantanées) et pour lesquels il peut exister des contraintes de fonctionnement sta-
tiques.
ILl. Echangeurs primaires
Nous donnons l'exemple simple d'un échangeur à contre-courant, qui est l'échangeur le plus souvent
rencontré
Deux phénomènes physiques sont à modéliser:
«L'aep ect hsidraulique
-l'aspect thermique
II.l.l. Aspect thermique
Nous notons génériquement e les températures (0 C) et Q les dé bits massiques (Kg/s). Les indices l
se rapportent au circuit primaire, les indices 2 se rapportent au circuit secondaire. Les indices e se rappor-
tent au côté entrée dans l'échangeur des deux circuits, et s au côté sortie de l'échangeur ùes deux cir-
cuits:
Figure 5
Si on note W la puissance thermique transmise par l'échangeur, Cp la chaleur massique de
reau(J/Kg.oC), k un coefficient caractérisant la taille ct les caractéristiques d'échange thermique de
l'échangeur, on a trois relations statiques, une simple (11.1) et une double (II.2) et (II.2bis) qui
résument le fonctionnement de l'échangeur.
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(11.1)
(11.2)
(II.2bis)
Que ce soit pour une utilisation pour fournir de l'eau chaude sanitaire ou du chauffage, la
tcmp é rature IN est régulée localement grâce à une vanne située au primaire de l'échangeur, qui limite le
On se place dans notre étude dans l'hypothèse où le débit secondaire Q2 est fixe (pompes à régime
flxe). On sait aussi que même si les pompes ne sont pas à régime fixe, à partir d'un certain niveau de
débit Qz, une variation autour de ce débit Q2n'apas d'infiuenceimportante dans les relations d'échange.
La puissance \"1 étant supposée connue (pour la part relative au chauffage, elle peut être reliée aux
conditions extérieures), connaissant Ol (régulée à un point de consigne lui-même éventuellement fonction
de la température extérieure), on peut calculer 02e par la seconde relation (II.2bis). La relation (ILl), pour
une certaine puissance connue \"1, nous permet de calculer le débit primaire Q" étant donnée une
température d'entrée primaire Or La relation (II.2) nous permet alors le calcul de la température de sor-
tie primairc ë."
La relation (II.I) qui exprime la température Oleen fonction du débitQ1> toute autre variable étant
fix é e par ailleurs, est une fonction décroissante, convexe (Figure 6), qui n'est pas partout inversible. Elle
admet une asymptote (fonction de la puissance demandée W) quand le débit tend vers l'infini. Physique-
ment cela signifie que si la température O,eest trop basse, on ne peut trouver de débit suffisamment grand
pour satisfaire la puissance demandée.
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:::·b t
Ql* QI
La puissance W étant fixée
Figure 6
Donc l'inversion de la relation (11.1), qui donne le débit QI en fonction de la température 0t est une
relation statique et est notée:
(11.3)
De même la relation qui donne la température à la sortie de l'échangeur OIs en fonction de la
t.emp è rature 01' est une relation statique et est notée:
(11.4)
La condition, sur le niveau minimum nécessaire de 0t pour un calcul possible de QI, dorme lieu à la
contrainte inégalité statique suivante:
ot~f(W) (11.5)
Cette contrainte peut ne pas être satisfaite au cours des algorithmes que nous utilisons. Il faut tout
de même pouvoir calculer le débit QI' Nous avons donc remplacé à partir d'un certain point (ot,Qt)
proche de l'asymptote, la courbe réelle par une droite à pente négative ou une fonction polynomiale avec
un raccord continu en (ot,Qt), pour qu'on puisse calculer le débit QI quelle que soit la température ot
(F'igureti).
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II.1.2. Aspect hydraulique
Il est nécessaire de fournir une énergie mécanique sous forme de pression pour pouvoir faire passer
un débit primaire donné dans l'échangeur (c'est vrai aussi du côté secondaire). Cette différence de pres-
sion minimum à assurer entre l'entrée et la sortie del'échangeurprimaireestproportionnelle au carré du
d ê bit.
Si on note R la résistance hydraulique de l'échangeur, 011 a la relation statique suivante:
(lI.ô)
II.2. Vannes de régulation
Nous avons vu qu'au niveau de l'échangeur, sur le circuit primaire, une vanne permet la régulation
de la température sortie secondaire Bi. Cette vanne qui limite le débit primaire QI, crée une perte de
charge supplémentaire à l'échangeur. Cette perte de eharge est faible et constante quand la vanne est
grande ouverte. Le coefficient caractérisant cette perte de charge à vanne grande ouverte peut être
intégré dans la résistance hydraulique de l'échangeurR.
La perte de charge au niveau de l'échangeur est donc la SOIIlme ent.re la perte créée par cette vanne, plus
la perte due àlacirculation du débit dans l'échangeur (relation (I1.6)).
Ccci se traduit par la contrainte inégalité statique suivant,e:
(II.7)
Figure 7
Remarque: Lors du fonctionnement d'un réseau, il apparait toujours des sous-stations où la vanne
de régulation est grande ouverte (c'est à dire où Llp = R Q?). Dans le cas d'un réseau simple réduit à,
une chaufferie et une sous-station, la vanne à, la sous-station est grande ouverte.
-26 -
11.3. Modélisation des canalisations
phénomènes physiques sont à modéliser:
«L'usp ecl hydraulique
«L'aep ect thermique
Dans ce paragraphe, nous ne regardons que l'aspect hydraulique où interviennent des relations
statiques.
L'eau en mouvement dans les canalisations perd de l'énergie par frottement sur les parois et la pres-
sion diminue le long du réseau, de la chaufferie vers les feuilles. C'est, la comptabilisation de ces pert.es le
long du réseau qui permet le calcul de la pression minimale à assurer au départ de la chaufferie et qui
donc détermine le coût hydraulique de fonctionnement du réseau .
Les pertes de charge linéiques et singulières sont données par des relations statiques.
• Les pertes de charge (Pascals) dans une canalisation linéaire sur une longueur L (mètres) sont fonction
dudébitselonlaloisuivante:
(11.8)
À=coefficientdepcrtelinéairedecharge(sansdimension)
D = diamètre intérieur de la canalisation (m)
p = masse volumique de l'eau (Kg/m3)
• Si le long de la canalisation se trouve un coude ou un autre accident, il faut ajouter des pertes de
charge "singuhères" données par la relation suivante:
(11.9)
coefficient de perte singulière de charge (sans dimension)
Les cocffic icnts À et p dépendent légèrement de let température de l'eau. Nous ignorerons cette
dépendance.
n.4. Modélisation de la chaufferie
Il s'agit de donner les expressions d'un coût thermique et d'un coût électrique instantanés, qui
ue fassent intervenir que des variables que nous utilisons dans l'étude du réseau.
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lLt.L. Coût électrique instantané
Pour un réseau ne comportant pas de pompes rel.ris le coùt él, ct.rique correspond à la puissance
n-t.antan è o de, pompes à la chaufferie, qui envoient le Jluide dam, 1( réseau avec un débit Q sous une
luf'érence de pression t.p.
Le rendement des pompes électriques à régime variable Pe est une fonction des deux pararam etres
t.p et Q.
Si on note Oc le tarif électrique instantané, on obtient l'expression du coût électrique instantané
TI.4.2. Coût thermique instantané
Je = CiePe(t.p,Q) t.pQ (ILlO)
Il correspond à la puissance thermique inst.autanê c cuvoy e sur le réseau, qui, pour un débit Q du
lIuide au départ réseau, une température départ chaufferie Ot, une t.erup é rature retour chaufferie 00, une
chaleur massique Cp de l'eau, est CpQ (Ooa_oo').
Le rendement de la chaufferie Pch est une fonction d« la pui-sance thermique Cp Q (00'-00),
Si on note alh le tarif thermique instantané, on obtient. l'expression du coût t.hermique
instantané suivante:
(1111)
[1.4.3. Contrainte de fonctionnement à la chaufferie
L'ean à l'entrée du réseau est un mélange entre de l'eau de retour du réseau et de l'eau venant de
la chaufferie, dans une certaine proportion réglable par une vanne trois voies (c'est là le v é rit.ablc
l'<tramètre de commande de la température au départ (\,- la chaufferie). Cette température de départ est
lonc toujours comprise entre la température de retour du réseau (niveau bas) etlatempérat.ure rie con-
isne chaudière (niveau haut) (Figure 8).
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Ceci se traduit par les contraintes inégalités statiques suivantes à la chaufferie:
Il Oomax °ci'
Fr Qo,h""d",e t D i f a,U d] 00
ballon
échanqeur
Figure 8
(11.12)
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III. Relations dynamiques
Nous allons décrire l'aspect thermique intervenant dans la modélisation des canalisations, et qui
donne lieu àunerelationd'évolution,c'est à dire une relation dyuamique.
I1Ll. Modélisation des canalisations
Dans ce paragraphe, nous ne regardons que l'aspect thermique où interviennent des relations
dynamiques.
La température du fluide est supposée homogène dans une section de la canalisation (écoulement
turbulent). Le fluide circule dans des canalisations isolées et placées dans un caniveau, et échange de la
chaleur avec l'isolant puis l'air situé autour de la canalisation qui est supposé être à une température
constante 00 estimée à 40 0 C. Le fluide étant supposé incompressible, il circule à la même vitesse quelle
que soit la section de la canalisation considérée. Ainsi la vitesse du fluide est une fonction du temps mais
pas de l'abscisse dans la canalisation.
I1Ll.l. Modèle à trois températures
~ ---Isolant (m.iLi.eu 1)/ZZZ--- tuyau (rni Li eu Z)fa fI f2 f Iu i de (m.i Li eu 3)
------ - ----------~
zzzzzzzzz//zz
F'igurc9
• On adopte les notations de la figure 8:
température du fluide à l'abscisse x=O
coefficientdediffusibilité thermiquedumilieui i=0,2
T;(x,r,t)
w(t)
h(t)
ki
températuredanslemilieui
vitesse d'écoulement du fluide à l'instant t
conductivité thermique du milieui
massevolumiquedumilieui
chaleur massique durnilieu i
i=O,2
i=0,2
i=0,2
i=O,2
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• T o Ile d~ pend pas d.. r il eeuse tl.. J'hy pot hès.- d.. Icec rio nn..ment e n r ~ gime turbu l..nt .
• La t emp fra.t llre du milieu ex t ~rieur'il est c boi~i.. eornrne or igine de l ' ~ c b elle dea t ..mp ératllr es .
Dan s le milieu fluide, on négl ige la d iffusion ..n espace de la t empé rat ure devan t le ph énom ène de
tra ns por t et on obvient. les é qua tions 811ivan tc3 po u r l 'é vo lut ion d es te mpé rat urn :
a vee les eondi tioll~ au x limit <'ll3uivan tes
(d) Ta (x,t) - T , (x ,ro,l)
(e) T I(x,r!>t} = T:Jx ,r J,t )
(r) T2(Xh ,l) = ' 0 -0
(g) k[ '~~l (x ,r l ,t ) = k2 ôa: 2 (x ,r J,t )
(b) T o(O,t ) _ b(t )
UI.1.2. Mod èl e .. u ne temp é r atu r ..
0" a H ud ié la. v ari d i t~ d'Un mod è le sim plifié à une te rnpératu N!.
Dan s Ce mod èle on rem place les équa tiolls (b ) et (cJ pa r (b' l et(..' )
J (b') o , .:l, T I = 0
\ (e') o~ [)" 1'2 _ 0
Si o n note Ta, T l ' 1'2 les températu res de ce mod è le à une tempé ra ture , 0" ob t ien t les rel ations (i),
{
(i) ~l - A , (x,t) Log (r) + B, (x,t )
(j) T 2 - A2 (x,l ) Log(r) + B:: (x,t )
D'arrh le...eonditions au x lim ite s (d ),(e),(f), (g) on peu t calc uler le!!fon ct ions AI>A2, 8 1, B::
E n nota.n l:
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on obtient:
Aj(x,t) = -To(x,t) (-ri-)
kjLog(~)+k2Log(rl)
B,(x,t) = To(x,t)( rI M )
Az(x,t) = -To(X,t)(-~-)
B2 (x,t) = 1'0 (x,t) (k
IL:(r2) )
La relation (a) devient (a')
(a') a~o + w(t). a~o = -K*-k 1"0 (x,t)
On a recherché une majoration de IlTo-To Il (cf. Etude de J.M.Coron [1984]).
L'évaluation de cet écart pour des exemples classiques de canalisations, et dans des plages de fonc-
tionnement du réseau où les gradients des températures en temps ne sont pas trop importants a été
effectué etil permet de valider le modèle simplifié.
On considèrera désormais un modèle à une seule température notée T(x,t).
Cette température du fluide est une fonction de l'espace (c'est-à-dire de la position du
fluide dans le réseau), et une fonction du temps et, on rappelle que son évolution répond à
lèquation aux dérivées partielles hyperbolique suivante:
%f-(x,t) + w(t) . ~(x,t) = -X(T(x,t) 00)
Le coefficient X d'échange thermique global entre l'eau et J'ail' s'écrit:
(II.l3)
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R~marque: QUllIld on étudie le rê ... au en rh;ime sta t ique, il n 'y a plus de dynam ique k mpor elle
dan s l'/;q u&tion d'holut ion dea te mpêu t u...... pou r un point donni de !'eapace il temphature IP'!>t tfll\-
~tanle . et l'êv o lulioll en ts p,..,e t !lt. dOllnêe pa r la relat ion suivank . Il.V e., 1., te,m e~(x .t) nul:
(II U )
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Expression mathématique du coût de fonctionnement du réseau
Evaluer le coût de fonctionnement stationnaire du réseau, revient à évaluer le coût de fonc-
tionnement instantané du réseau, qui par définition est un coût constant au cours du temps. Ce coût est
la somme du coût thermique et du coût hydraulique instantanés, dont les expressions ont été données
dallslecadredelamodélisationdelaehaufferic.
(II.15)
Pour évaluer le coût de fonct.lormemerrt dy na.mlque du réseau, il faut se donner un domaine
temporel sur lequel on souhaite étudier le fonctionnement du réseau. Le coût est alors l'intégration sur ce
domaine t.ernporel du coût de fonctionnement instantané du réseau, qui est maintenant une fonction du
temps.
Si [D,Tr] est le domaine d'intégration du coût on a:
T r
J[O.TrJ = {Jtot(t)dt
T r
Jro.Tri = {(Jth(t)+ Je(t))dt
(II.16)

-35 -
CHAPITRE III
ASSEMBLAGE RESEAU
On s'intéresse au cas d'un réseau arborescent à une chaufferie, où les sous-stations sont connectées
en parallèle.
Brièvement nous allons reprendre l'étude en régime statique, pour souligner l'aspect de
structure récursive dans l'espace du réseau et montrer son exploitation dans la manière de propager
les calculs des variables du problème à travers le réseau (nous supprimons donc la dimension temporelle
et nous n'étudions plus que des relations statiques à travers le ré seau,quipourlaplupartrestent
présentes dans l'étude du régime dynamique: on parle alors de relat ions
1. Rappels sur l'étude du régime statique
On souhaite établir un bilan thermique et hydraulique du fonctionnement statique du réseau, c'est-
à-dire pour toutes les variables du réseau constantes dans le temps. Il est suffisant de connaître les
différences de pression ct les températures dans le réseau aux extrémités des différentes canalisations,
c'est-à-dire en chaque noeud du réseau.
LI. Variables du problème - Notations
• En prenant les notations des Figures (10, lO.bis, II, ll.bis), pour un noeud k on a:
Ok' ternp è rature en Aj,
(fin de la conduite aller k-I et entrée dans l'échangeurk s'ilyaunesous-station en k)
0: température en Bk
(sortie de l'êchangeurk s'il y a une sous-station en k]
Ok température en Ok
(fin de la conduite retourk)
Ok" ternp é rature en Dj,
(débutdelaconduiteretourk-I)
Sk débit massique circulant de A k à A k+ 1 ou de D k+ 1 à Ok
(dans les conduites aller et retourk)
Qk débit massique circulant. de A, vers Bk
(dansl'échangeurks'ily aune sous-station en k)
il. Pk pertes de charge entre Ai, et B,
(aux bornes de l'échangeur k s'il y aune sous-station en k)
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On illustre et détaille la signification de ces notations utilisées sur les Figures (10 et 1O.bis) OIJon
schématise un noeud quelconquek avec une sous-station, sur la Figure 11 où on schématise une portion
de réseau linéaire avec le noeud chaufferie, des noeuds linéaires, ct un noeud feuille, et sur la Figure
I Lbis Ollon schématise un noeud avant embranchement et ses deux noeuds fils après embranchement.
conduite aller
k
échangeur
k
conduite retour
k
noeud k noeud k-sI
Figure 10
Oka otH
s. .~o;.,' \Q,? s,
o~' O~ 0;+1 O~ll
figurelO.bis
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Nous a llons én um érer leë rela tions qui existe nt ent re le~ vatiablea du ré""au, que ce ooit ent re des
var iab les ca raeté rise nt un mpm~ noeu d, ou ent re de.. var iab lC$~ " ractériô.an l des noeuds contigus.
1.2 . R e la tio n ", r n t re lee v a elab l.... e a.ea e.t.è r-lee n t. u n n o e u d k
S' il y a une sou&-sta tion aU noeud k , 0" p~ut d'd "in 0; d Q. d~ 0: par des éqllllti ons de fon ction ne_
men t de l 'hhang~ur k .
S'il n 'y a p"-"de sous-sta tion au ll<><'ud k, Q , est nul e l e; ~sl à. Ulle valeur arbi l rai r~
'It."u d;'d ..il ~ i"' pleme ,, 1 de Q. , ,; , el' d s~ par la relat ion dc bilan thermique suivante
(111 ,]7)
Q Ul\t r e v ari a bles . uOi_ n t don c p our r h um er Jea bila lls t he r m iques e t hy dr...u liq ue.. il. u n
no eud k , qu 'on r ...nge da na le vecteur Xk - (' : , 't, 5" d Pk)
1.3. U e la ti o n a e n t re les var-ia b les JL3so dr,ell à un n oeu d k et 1..", n o e u d.. co n tig u s
S..r .... Ir o.. con liq ;'.ire, on p~u t r~ lier sur ..\,; l't A, . , lu te mpé ra tu res 'k"~ t 'k.... j par la rel at ion (II.H )
int égr êe qui don ne:
(lIl. 18)
" t e..t ronelion dee eer ect èri..t iqu.....tJ.C1mi' lucs et de la longueu r de la eonduite k
ne même on peut relier le.. tem pérat uTes e; et ' k+ l":
(1II,18bis)
On utlli se le mêm e coefficient O k que pour la conduite aller. eaT on sUppo.'le lM pro pri.,t és ther-
miques d es de ux tll nalisations identiques
S". " n Iro'leo" li" t llire. on peut relier ll.P. li ll. P.l< ~ l en comptabilisant 1... p..rt es de cbar ge dans la
eanalisar ion k.
5ion no te r: etr: lu r ésist ances hydrau lique.. de3 can..lisatio n...aller et j-eto ur kvon a
jIll. 19)
Les r ési"~"n c es r~" et r: comp~ll ll ell t le. ré ,.ist8 "~ es Ii n~ iqur ~ et singulihes, en génhal on a
ide ntit é entr e lu rés i. tan cu des cs nalisllt ioll' illier et rew llr.
• Sur un tronçon linéaire, on peut relier Sk et SHI parle bilan suivant:
Sk+l + Qk+1 Sk =0 s' il y aune sous-station au nccud k-t-I
Sk+1 Sk =0 s'il n' y a pas de sous-station au noeud kiI (111.~0)
• Aunnoeudfeuille k, on aàlaplace de (III.18bis) et (IfI.20) les relations suivantes:
Ok arbitraire (III.Zl)
(IU.22)
• A un noeud embranchement k ayant pour noeuds fils les noeuds fictifs k l et k2, on a à la place de
(III.20-18-19) les relations suivantes:
(III.Z3)
(IIL24)
(IILZ5)
(III.26)
1.4. Degrés de liberté du problème statique
Le comportement du réseau en régime statique est décrit par les relations que nous venons
d'énumérer (III-17, ... ,1II-26), dont la résolution constitue le problème statique.
Nous allons voir que le problème d'optimisation statique comporte deux degrés de
liberté, si le réseau est équipé d'une pompe de circulation à vitesse variable à la chaufferie, en
ce sens que le choix de deux paramètres permet de déterminer de manière unique toutes les
autres variables à travers le réseau, donc de connaitre le régime stationnaire du réseau.
Intuitivement ces deux variables indépendantes sont la température ea' au départ chaufferie et la
différence de pression au départ chaufferie ~Pa (ou de facon équivalente la vitesse de la pompe à la
cha.ufferie).
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o Exernple d'un tronçon linéaire à une chaufferie et N noeuds.
N
Figure 12
On a 4(N+l) variables qui décrivent totalement le réseau.
Ona 4N relations du type (III. 18-19-Z0) pour le tronçon linéaire.
relations du type (1II.21-22) pour le noeud feuille.
Donc on a 4N+2 relations entre ces variables.
On obtient deux degrés de liberté pour le problème.
o Exemple d'un arbre à deux branches.
Nous avons vu que l'arbre binaire r ésurne toutes les situations possibles.
Figure 13
4(N+N+N+3) variables qui décrivent totalement le réseau.
On a 4(N+N+N) relations du type (1II.18-19-Z0) pour les tronçons linéaircs.
relations du type (III.Z1-22) pour les noeuds feuilles NetN
relations du type (III.Z1-Z6) pour les noeuds N,O,O
relations du type (1l1.Z3-25)
4(N+N+N)+10 relations entre ces variables.
On obtient deux degrés de liberté pour ce problème.
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1.5. Utilisation de la structure récursive en espace du réseau dans la résolution du
problème.
En prenant comme degrés de liberté du problème (Jo", et ~Po à la chaufferie, on voit que la
résolution de ce système est a priori rendue difficile par le fait qu'il est implicite. En effet soit
(Jo"donnée, on veut calculer So, So dépend de QI qui dépend de (JI"qui est lié à (Jo"par la relation (IIl.18)
faisant intervenir So, on a donc une relation implicite:
So=f(g(h((Jo",So)···)
Par contre, on peut montrer que si on place les degrés de liberté du problème aux
feuilles de l'arbre, et qu'ils deviennent O~ et ~PN' N étant l'indice d'une feuille, on peut cal-
culer toutes les variables restantes de maniere simple et récursivement à travers le réseau des
feuilles vers la chaufferie.
o Exemple d'un tronçon linéaire à une chaufferie et N noeuds (Figure 12).
Nous allons montrer que, si les degrés de liberté sont placés à la sous-station feuille et deviennentO~
et ~PN' nous pouvons calculer toutes les variables restantes de manière simple et récursivement à travers
le réseau de la feuille vers la chaufferie.
• On initialise à la feuille le vecteur XN = ((J~, 0, 0, ~PN)
• On suppose connues les variables de la feuille jusqu'au noeud k+l, c'est-à-dire jusqu'au vec-
teurXk+I=((Jk"+-I,O{+I,Sk+l,~Pk+1)
La connaissance de Ok"+1 permet le calcul de Qk+1 par l'inversion de la relation (IT.1).
L'inversibilité de la relation se traduit par une contrainte inégalité sur la température 0k"+-I:
(Il.5)
- On utilise la relation (lIA) pour calculer (J~+1'
- On utilise la relation (III.11) pour calculer 0k+I"
• On calcule Sk parla relation (Ill.20):
• On calcule 0k'parlarelation (111.18):
• On calcule (J{parlarelation (Ill.18bis):
Sk=Sk+l + Qk+l
0k'=(Ok'+1 Oo)e"k/Sk+Oo
O{=(Ok+l" (Jo)e-<>k/Sk+(Jo
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O n en d éd uit Q.. O~ , O~ · ct une contra.inte in i'g"a lit é sur fi..' COmme pour le noeud k + l
On calcu le Ll. p ~ par la relat ion (I1I.19):
Cette d iffé rence de pression aUX born es de la. sous-s tation k doit être sup éri eure à un minimum
nécessa ire pour faire passe r le dé bit Q~ da ns l' échangeur k , on obtient une con trainte ln égelit. è sur
i\. Pl< (l 'écart entr e la diffé rence de pressiou i\. P. et celle stri cte lHent n écéssai re gk(Qk) est absorbé ..
pM la vann e de régulation qui est mise en série avec le primaire de l ' échangeur, cf. Cha pitre fI
f<'igure 7)
(11.7)
D onc on a ca lcu lé X k __ (Ok" O~ , s.. Ili.Pk) et on a les contr a intes in égali t és suiv a n te s pou r la
sous-s t ..t io n k ,
(li 5)
(lU )
Ces contrainte s sur Ok' et i\.Pk son t r..l a~ hs par dualité lors d 'un a lgorit hm e d 'opt imisa tion
No us v..no ns do nc de vo ir com m ent, d a ns le eas d'un r ésea u lin éa ire , le c .. lcu l cl.. .. v a r i-
ab les du r é sea u peu t ê t r e mené simplement et r ê cur s ivem ent s Ur le numéro d es n oeu ds , de la
feu ille v er s la chauffe r ie.
R em a r qu e su r le ca lcul de s di ffér ..n c,," d .. pr ess ion
Le calcul des pre,.;ions peu t se faire après le calcul dcs autres va riables du pro blè me, de manièr e
ind épendante
On peut ga rde r le degré de liberté sur la pression li la chau fferie et propager ce calcu l de la
chaufferie vers la feuille simplement et récursi vemen t ca r il n 'y a pas de rd ation implicite in tervenant
dans Je cak ul de la pression
D E xem p le d 'u n a r b re ft.d eu x b r a nches (Fig ure 13)
Si ou vellt continuer à propager récuClliveme nt sur les numér os des noeuds, le" var iable s à t ra vers le
résellu, on doit multipli~r I~ nombre de defr il ~ Je liberté fi en pilJetr deu:z li chllq'" [ euiUe. En df et, si on
place les deux degrés de libert é en N, on calcule facileme nt les variables de N Vers 0 , de N Vers 0, mais
les calc ulsdeO vers Nse font dans le sens des rela tions implicites.
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• Pour assurer la récursivité des calculs à l'embranchement formé des noeuds (N,a,a), on a les
relations(1lI.23-25-27-28)àlaplaeede(III.24-26):
(III. 23)
(III.25)
(UI.27)
(III.28)
• On doit alors ajouter les deux conditions de compatibilité (correspondant à (III.24-26)):
(III.29)
(UI.30)
• Ainsi on a ajouté deux conditions de compatibilité (deux contraintes égalité), et le nombre de degrés
de liberté est retombé à deux.
• Les équations de compatibilité (III.29-30) (contraintes égalités) sont relaxées par dualité lors d'un
algorithme d'optimisation.
On peut ne calculer que le vecteur (Ok" Ok, Sk) des feuilles vers la chaufferie et calculer ensuite ê>.Pk
de la chaufferie vers les feuilles comme on l'a remarqué précédemment. A ce moment là, dans cette
manière de mener le calcul des différences de pression la relation (III.28) devient inutile et la relation de
compatibilité (III.30)disparait.
C'est cette dernière alternative qui est retenue pour le programme de calcul, carelle n'introduit pas
lescontraintcségalités(III.30)àdualiser.
Nous venons donc de voir, dans le cas d'un réseau arborescent quelconque, comment, en
utilisant la structure récursive en espace du réseau, nous pouvons mener le calcul des vari-
ables du réseau récursivement sur le numéro des noeuds, des noeuds feuilles vers la chaufferie
ou de la chaufferie vers les noeuds feuilles.
Le problème comporte donc deux degrés de liberté qui, dans la réalité physique sont 00' et
ê>.po·
Pour déboucler les calculs implicites on doit transformer 00' en une commande fictive simple ou
répétée à chaque feuille et ajouter des conditions de comptabilité.
- 45-
1.6 . R é su m é i'lur la r é so lu tion du p r oblè m e stat iq u e
1.11.1. Sim u lation d u r " g im e stat iqu., d u r ése au
On donne la vale ur de la vra ie commande en tempé n .tu re à 1.. chau fferie, Oh souhaite con na it re
ltIors les valeu", des aut res variabl es dans le r~seau e~ calcu ler le eoût. assoeiê.
P() ~ r ca/nitr lu lempéra/on . al/cr ri le. " Hil. à. trav e~ le r éseau Oh u tî!î~e 1. m h hode du point
fute. On "" donne une valeur arbi traire des trmp ~ rat u res O~· en chaque noeud k; on l' Il déduit une va leur
des d êbies ée hangeu~ Q. - 4>.( 6: W~l , rela tion lII .3), puis des valeu,.."d"s d ébite ca naux. Avec ces
vale urs des d ébi\.! canaux, 00 recalc ule en pllrlant de la commande à la chau flerie de nouv elles val eu l"59"
avec la formule des pert es t herm iques 8.." = PI.(Q. + S~) . relation {m .lS). A vee ces houv tlh:s
températureson calcule denouvea.o.",d ébi\.S.Onrêoouùdunc unproblème de poin t fixe du ty pe'
Le pro ba me se r ésoud en quelques it é rations. La bonne conv" tf enr e est llSSuré e par le fait que la fonct iou
4>.0 Pk est contract llDte. Eu effet , les poin ts de fonctionnement hab itue ls (qui '!Ont !!OIut ions) se t rou vent
dans la partie plate de la fondion p. e t dans la par t ie de dér ivée proche de 1 pour 4>~ - Donc <>.. 0 Pk ""t à
dér ivée fllible autour de la oollltion. On o bt ient ainsi une constan te de Lipschit z infé rieur e Jo1.
lllu.Mons celte mé ~bode d" point fixe da ns 1" Cl\>. à. une cha ufferie "t une sous-stat ion , où Oll
Figure I I
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Les températures retour se calculent par la formule des pertes thermiques (III.I8bis) avec les débits
maintenant connus.
Pour calculer les différences de pression, on doit retenir qu'il existe pour chaque échangeur une con-
trainte inégalité à satisfaire (fixée par le calcul du débit dans cet échangeur) et que les relations existant
entre les différences de pression à travers le réseau sont linéaires en les différences de pression. Rappelons
que la différence de pression à la chaufferie est un degré de liberté du système, à savoir qu'une fois les
autres variables calculées (températures et débits à partir de la commande en température en chaufferie),
la différence de pression en chaufferie peut prendre ses valeurs dans [Ll.Pmio, Ll.Pmax[, Ll.Pmin étant la
différence de pression minimum à assurer en chaufferie pour que toutes les contraintes aux échangeurs
permettant la circulation des débits soient satisfaites, Ll.Pmax étant la différence de pression maximum
pouvant être délivrée parles pompes électriques àla chaufferie.
Nous fixons en simulation le degré de liberté sur la différence de pression à cette valeur minimum;
celàcorrespondàunecartedesdifférencesdepressiondansleréseau telle qu'une des contraintes aux
échangeurssoitdevenueégalité,onneconnaitpasaprioricetéchangeur. Maison peut obtenir simple-
ment Ll.Pmin et connaître cet échangeur, en s'appuyant sur la propriété de linéarité des relations en les
différences de pression et cn utilisant une procédure de calcul en t rois étapes:
- On initialise les différences de pression Ll.p aux noeuds feuilles à des valeurs telles que les
contraintes aux échangeurs soient devenues égalités (Ll.Pk= R kQk2) , et on initialise une variable
auxilliaire ny ü O.
- On remonte le calcul des différences de pression des feuilles vers la chaufferie. On déduit
la différence de pression au noeud k, Ll.Pk, de la différence de pression au noeud aval k+l, Ll.Pk+l,
par la relation inversée (III.19), qui comptabilise les pertes de charge lin ê iques et singulières entre k
et k+l ((rk' + r~) S;). S'il y a un échangeur au noeud k, Ll.Pk doit satisfaire la contrainte à
l'échangeur k (II.17) selon:
Si la contrainte n'est pas satisfaite, on retient l'information et le niveau manquant dans la variable
auxilliaire uy selon:
On obtient à la chaufferie le calcul de Ll.po, qui additionné du niveau /lo donne le niveau Ll.Pmin
propre à satisfaire les contraintes aux échangeurs.
Ll.Pmin=Ll.pO+J1.o
Le degré de liberté sur les différences de pression a ainsi été fixé par le fait d'obliger une des con-
traintes à devenir égalité (ce peut être à un échangeur feuille, comme on l'a fixé dans notre
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initialisation de calcul, maisee peut être àun autre échangeur intermédiaire, cf. Figure 15).
- Pour obtenir la véritable carte des différences de pressions admissibles dans le réseau, il
suffit de reprendre tous les ~Pk ealculés et les remonter de la quantité Po
-'- JII=~2- ~-
-, ~~ ~~"~P'I~~~~jr~l=~p;C:
Figure 15
I.6.2. Optimisation du régime statique du réseau
On place des commandes fictives en températures aux feuilles, et les calculs des variables
températures et débits à travers le réseau se mènent des feuilles vers la chaufTerie. On place la com-
rnandeenpressionàlachaufferieetonpropagelecalcul des différences de pression de la chaufferie vers
les feuilles. L'optimisation calcule d'une part les commandes fictives optimales en températures aux
Ic uillcs, et par un dernier calcul des variables des feuilles vers la chaufferie on obtient la vraie eommaude
optimale en température à laehaufferie (vraie signifiant qui correspond à la commande réelle du réseau),
d'autre part la différence de pression optimale en chaufferie. Les contraintes sur les températures et le,
dilTérences de pression sont satisfaites par cet optimum. On peut calculer le coût optimal correspondant. à
ccs comma.ndes opt.imales
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[.7 . Parall è le a vec u n Il)' Mtio m (' d yn am iqu e
La st ructure rtcu",ive des calc uls d an s l'espac e, nous perm et <t'é cri re une relat ion , s ur l' ind ice k des
n"",uds , de la forme :
(11 1.31)
l'VI'<' une in it ial isa t io n de X~ au noeu d N (donnée <tes deux del; rés de libe rt é 8J , <1PN) H 1... progres~ion
des ca lculs se Iait du nne ll<tN ve.... le noeu d 0
Dam un s)'st ~ me dyna miq ue disc ré tisé en tem ps. on li. une st ructure r èeu rslve des calc u l. d ans le
te mps , et on peut é cr ire une relauon, s ur t'indice 1 des dates d ' éch an t illo nnage de Ia. forrn e ·
XH - Fr(X.,U. )
X.; <ftat li l' instllll ~ lj
UI : commande AI' illstAflL tl
av ec un e in iti ..lisl\t ion en k_O de X<J , Vo et [a pro gu $Sion d es calculs..., fai t ve n! les 1 eroiesanta
(111.32)
Ain..i on peu t voi r qu e pou r la rela t ion (111 .32), l 'ind ice k joue le TÔle dll temps, avec un e commande
ulliq ll"llIent (><lur k_N, On pe llt uti liser la ~ im ilarit f dC$ rleux st ruct ures, pour "-Ppliqucr à not re
prob[~me .tes mé th ode s eOll n lle~ rie calcul d u grad ien t du CO(l t d.lM ulle op timisat ion dynamiqu e
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II. Calculs dans l'étude du régime dynamique
On souhaite établir un bilan thermique et hydraulique du fonctionnement du réseau sur une durée
temporelle choisie. On intègre donc sur cette durée les coûts instantanés, qui demandent la connaissance
des différences de pression, des débits et des températures aux extrémités des canalisations à chaque date
Il.L. Relations instantanées et relations dynamiques
Pour un noeud k à une date donnée t, les quatre variables contenues dans le vecteur
Xk(t) = (Ok'(t), O!<'(t), Sk(t), ll.pk(t)) résument le fonctionnement de la sous-station k. En effet les relations
statiques donnant Ok' (t) et Sk(t) en fonction de Ok'(t) (relations à l'échangeur k (II.3-4)) restent valables et
la relation de mélange donnant 0k"(t) selon laformuie (IlL 17) reste valable.
Mais maintenant on ne peut plus relier toutes les variables composant Xk(t) et Xk+ 1(t) à une date
donnée t, par une relation statique.
Les relations (1II.2o-22) pour les calculs des débits ou les relations (1II.19-26) pour le calcul des
différences de pression restent valables.
Par contre la relation (Il.13) décrivant l'évolution des températures sur un tronçon de canalisation
AketAk+l doit être intégrée en espace et temps, les relations (III. 18) et (III .18bis) n'existent plus.
En ré8umé, toutes les relations, qui traduieent des corre8pondance8phy8iquesinstantanées entre des
variablesduréseaurestentvalables,etparcontrelescorrespondancesquisefontavecuneintégration
temporelle si'ont plue ie mème type d'expression.
Les relations (IIT.18) et (IIL18bis) étant maintenant remplacées par des relations dynamiques du
type (Il.13), on peut, à condition d'utiliser un schéma d'intégration explicite en temps, s'affranchir de la
relation implicite débit-température que l'on subissait en régime stationnaire. Ceci va changer notre
démarche de calcul surie réseau par rapport àeelle exposéeprécédemment.
11.2. Variables d'état du problème - Principes généraux de calcul de ces variables
La donnée des variables d'état du problème, à une date t, doit pouvoir résumer entièrement. à
cette date t l'état du système, et la connaissance de la dynamique de ces variables doit permettre de
déterminer parfaitement l'évolution du système pour des dates ultérieurest' > t.
Nous reviendrons ultérieurement plus en détail sur le choix des variables d'états du problème, mais
nous allons faire quelques remarques sur la manière de mener les calculs en dynamique.
Les températures et les débits sont liés implicitement dans le réseau à cause d'une part du terme
de vitesse apparaissant dans l'équation de transport, d'autre part des relations du type (II.3) qui sont une
conséquence de l'action des vannes de régulation aux sous-stations. Ce bouclage ne permet pas de donner
des expressions analytiques simples de ces températures (nous verrons que cela est possible dans le cas
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simple d'un réseau à une chaufferie et une sous-station ct on écrira cette solution).
Par contre on peut envisager de calculer les températures de manière approchée grâce à des
schémas numériques. En discrétisant le problème en espace et en temps, et en choisissant des schémas
numériques explicites (c'est à dire sans relations implicites entre variables d'une même date), on peut
déLouclerlesrelationsimplicitestempératures-débits.
Le principe de calcul consiste à dire qu'à chaque pas de temps t, on suppose connus tous les débits
dans le réseau. Cela nous permet alors une intégration dans l'espace des températures à travers le réseau
pour ce pas de temps, les calculs pouvant se mener dans le sens de parcours physique du fluide dans les
canalisations. Toutes les relations instantanées qui ont été décrites dans le cas du régimestationnairc ct
qui restent valables, permettent de propager dans l'espace le calcu 1 des autres variables.
A partir de la connaissance de nouvelles températures à l'entrée des échangeurs, on peut
réactualiser le calcul des débits.
Ainsi contrairement à ce qui se passait en calcul statique, on ne déboucle pas les calculs
en déplacant les commandes aux noeuds feuilles, en les multipliant si nécessaire, mais on joue
plutôt sur un autre degré de liberté que possède ce problème, c'est à dire la dimension tem-
porelle.
On peut dire aussi en remarque que les schémas numériques qui sont utilisés introduisent souvent
des phénomènes de diffusion numérique (on verra plus loin en détail leur signification), quise propagent
dans le sens de l'intégration dans le temps et l'espace. Il est donc aussi meilleur pour cette raison de pro-
pager des calculs dans le sens réel de parcours du fluide, la diffusion numérique pouvant éventuellement
remplacer un phénomène physique (qu'on a négligé dans l'équation de transport).
A contrario, faire évoluer les calculs en sens rétrograde par rapport à l'espace, c'est aussi violer la
causalité en temps ce qui comporte un certain nombre d'inconvénients (il faut pouvoir respecter des con-
ditions initiales), surtout en présence de diffusion numérique (qui peut être source d'irréversibilité).
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CHAPITRE IV
ANALYSE DE L'EQUATION D'EVOLUTION DES TEMPERATURES
DANS UNE CANALISATION
Dans ce chapitre nous étudions l'équation d'évolution des températures dans une canalisation. Nous
rappelons des résultats généraux d'analyse des équations aux dérivées partielles (condition initiale, condi-
tion aux limites, recherche de solutions exacte ou approchées). Pour notre problème nous exhibons une
solution exacte, nous étudions plusieurs solutions approchées ct soulignons leurs particularités. Nous ne
considé rons qu'au chapitre suivant comment la résolution de cet te équation de transport sc propage d'une
canalisat.ion h Ia suivante.
I. Une équation hyperbolique non linéaire
Nous avons vu au chapitre II que l'évolution des températures dans une canalisation est régie
par l'équation de tranport (TT.13), et que pour notre étude nous avons besoin de résoudre cette équation
sur un domaine temporel [D,TrI, sur une longueur de canalisation [D,LI.
On se pose donc le problème suivant:
Soit n = [O.L] CR, r = {O} c R, on pose:
D = 0 X [D,Tri E =1' X [D,Tri
Etant donnée une fonction T(x,O) = 1'0: 0 -- R et une fonction g: [D,Tri -- R on souhaite cal-
culer une fontion T(x,t) : (x,t) E D -- T(x,t) E R solution de
aT~~,t) + w(t). aT~:,t) = -À . (T(x,t) 00 ) (H.I3)
sachant que w(t) = Ci Q(t) = Cicf>(T(L,t),t)où cf> est une fonction régulière, strictement positive
=f(T(L,t)),
que w(t) 2 a > 0 et w(t) born,;' (*)
À> 0;
et vérifiant la condition aux limites:
T=g
et la condition initiale:
1'(.,0)=1'0(·)
(IV.33)
(IV.34)
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(*) Si on considère la Figure 6 du chapitre II, on comprend que puisqu'on a une limite maximum
sur le niveau des températures (fonction de la puissance de la chaufferie), on a donc un débit résultant
positif strictement, supérieur à une valeur Qmin' c'est ce qui donne la condition sur w(t) 2:a > a.
D'autre part on sait que pour des températures trop faibles en dessous de l'asymptote de la courbe
température-débit, on ne peut plus trouver de débit permettant de satisfaire la demande à la sous-
station, et de plus un débit trop important dans le réseau n'a pas de sens physique, c'est pourquoi on lim-
ite le débit à une valeur maximum Qmax' qui nous permet de dire que w(t) est bornée.
1.1. Remarque sur la signification physique des conditions initiales et aux limites
• Condition initiale en ta (IV-34): la fonction T(x, a) représente, à la date t = a initiale, un profil des
températures le long de la canalisation.
• Condition aux limites en x=o: se donner la fonction g(t) revient à se donner la fonction T(a,t), c'est
à dire l'évolution au cours du temps de la température à l'abscisse au début de la canalisation.
Pour la canalisation partant de la chaufferie, cette fonction T(a,t) représente la température
au départ de la chaufferie, qui est la commande en température du réseau.
Pour une canalisation partant de la sous-station k, cette fonction T(a,t) représente la fonc-
tion température à l'entrée de la canalisation k ou la température à la fin de la canalisation
amontk-1 ou la température à l'entrée de l'échangeur k.
1.2. Le bouclage par le débit rend l'équation non linéaire
• Rappelons l'écriture d'une équation hyperbolique linéaire:
al(x,t) âT~~,t) + lI;)(x,t) âT~:,t) = b(x,t)
• Rappelons l'écriture d'une équation hyperbolique quasi linéaire:
al(x,t,T(x,t)) âT~~,t) + lI;)(x,t,T(x,t)) âT~=,t) = b(x,t,T(x,t))
• L'équation (11.13) n'entre pas exactement dans les catégories d'équation hyperbolique linéaire ou
quasi-linéaire bien qu'étant peu différente. C'est une équation non linéaire, car le terme w(t) est
une fonction non linéaire de la température T(x,t) pour une abscisse particulière L, correspondant à
l'extrémité
(w(t) = aQ(t) = a <I>(T(L,t),W(t))). On n'a pas comme dans le cas de l'équation quasi-linéaire une
fonction a2 dépendant localement de la fonction T(x,t) mais de la fonction T(L,t). Cette relation est
la relation (11.3) qui lie débit et température à l'entrée de l'échangeur.
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1.3. Changement de variable
Moyennant un changement de variable très simple T(x,t,)--> (T(x,t,) 00 ) . eÀ' on obtient l'équation
hyperbolique sans second membre suivante (IV.35), que nous allons maintenant étudier plus en détail:
oTt,t) + w(t) . 3TJ:,t) = °
w(t) = f(T(L,t)e->" + 00) avec f fonction r~guli~re, strictement positive
avec la condition aux limites:
surI:
et la condition initiale:
(IV.35)
(IV.35)
T(.,O) = To(.) 00 dans 0 (IV.37)
Maintenant que nous avons défini notre problème nous allons rappeler les propriétés de cette
équation,déerirelesmanièredelarésoudrc.
A pariir de maintenant, pour étudier de mamère générale L'equ aiion de transport proposée, nous
utilisons le terme générique u pour nommer la fonction vérifiant (IV.:15),</> pour la fonction initiale (IV.37)
elhpourlafonelioneonditionauxlimites(IV.35).
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II. Classes des fonctions
On doit avant d'étudier l'existence d'une solution u à l'équation (rv.35)se définir la classe des fonc-
tions initiales ç et aux limites h.
Nous nous intéressons à l'étude du comportement du réseau pour des variations instantanées de
tarif électrique, pour des variations très raides de demandes aux sous-stations eton peut imaginer que la
commande en température du réseau puisse avoir elle aussi des fronts très raides pour répondre à ces
variations. C'est pourquoi nous avons choisi de chercher des classes de commande h de type V([O,Tf]) et
des classes de condition initiale </Jde typeV([O,L]).
On peut dès maintenant faire une remarque: une des commandes du système est la courbe de
température, qui constitue la condition aux limites pour la première canalisation du réseau. A partir de
cer.tecommande,onvacalculerlesvariablesd'étatsdusystème,dontcertainessolltlestempératnresdans
le réseau T(x,t), en intégrant l'équation de transport; on ne gagne aucune régularité sur les fonctions
T(x,t) par rapport à la fonction commande par cette intégration (contrairement au cas des systèmes
régispardeséquationsdifférentiellesdutypex=f(x,n)oùuestlacommandeetxl'état.).
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III. Courbes caractéristiques
L'équation hyperbolique sans second membre admet des courbes caractéristiques le long desquelles
la solution est constante, égale à sa valeur en un point connu de la caractéristique.
Soit la courbe caractéristique t .....X(t), définie telle que *" = w(t) avec w(t) E L2(lO,TrI) et
vérifiantlaeonditioninitialeX(s)=x.
OnaX(t,x,s)=x+{w(r) dr
Cette courbe caractéristique existe ct est unique, on la note X(t,x,s) pour rendre explicite la
dépendance par rapport aux conditions initiales: X(s)=x
• La caractéristique X(t,x*,O) est la caractéristique coupant l'axe des t=O en x" elle part
donc d'un point de la courbe de condition initiale
• La caractéristique X(t,O, t") est la caractéristique coupant l'axe des x=O en t" elle part
donc d'un point de la courbe des conditions aux limites
Surunecaractéristiqueainsidéfinielafonctionu:t ..... u(x(t),t)vérifie:
dU(~(tt),t) ="* . -* + !fit: = "* . w(t) + !fit: = °
Toute solution u de l'équation (IV-35), est constante le long de chaque caractéristique eton obtient:
u(X(t,x,s),t)=u(x,s)
Remarque:
Pour revenir au problème physique dc propagation des températures cela signifie que la
température T(x,t)se translate au cours du temps avec une vitesse w(t) à travers la canalisation sans se
déformer. Latcmpérature réelle à travers la canalisation T(x,t) subit une atténuation exponentielle, due
aux pertes thermiques et on obtient:
T(X(t,x,s),t) = T(x,s) e- À [t-.s] + Bo (1 e-À i'-s))
- 56 -
Etude de l'équation exacte
On peut renorrnaliser le problème et chercher u pour xE [0,1], tE [O,A], A quelconque.
On écrit l'équation sous la forme:
1
~ + f(u(l,t)) éJuéJ(x,t) = a 0< aS: f < M régulière
en x
C.L.: u(O,t) =h(t) t 2' ° llh 1100
C.L : u(x,O) = ~(x) °S:X < 1 Il~ 1100 < +00
(1)
Nous cherchons à montrer qu'il est possible de trouver une fonction u de type C([O,II,LI~c([O,oo[))
n C([O,oo[,U([O,l])) solution faible de l'équation (IV.35) et satisfaisant les conditions aux limites (IV.36)
et (IV.37) pour des fonctions h de type Ll~'([O,oo[) et ~ de type J,2([0,1]). Nous allons en donner une
expression analytique
Pour cela nou.s allons procéder en plusieurs étapes que nous décrivons maintenant rapidement:
• Nous définirons l'expression analytique d'une fonction u de type C([O,l],Ll~'([O,x[))
n C([O,00[,L 2([O,1!)), nous lui imposerons une condition initiale ~ de type 1,2([0,1]) et une condition
aux limites h de type L2([O,oo[). Nous devrons déjà montrer que J'expression analytique donnée a un
sens et qu'elle peut définir une fonction u. Pour cela
Nous définirons la même expression analytique d'une fonction régulière U O cool ou Cl), nous lui
imposerons une condition initiale régulière ~o et une condition aux limites régulière hn. Nous
montrerons que l'expression analytique a un sens et qu'elle définit bien une fonction U O • Nous
rnontrerons que cette fonct.ion Un est solution forte du problème (1).
Nous prendrons une suite de fonctions initiales régulières ~o convergeant vers la condition im-
tiale imposé e ç à lafonctionu. Nous prendrons une suite de fonctions aux limites régulières ho
convergeant ver" la condition aux limites imposée h à u. Nous définirons une suite de fonctions
régulières Uo par l'expression analytique et la donnée de 4>0 et de ho· Nous montrerons que cette
suite de fonctions converge vers la fonction uetnousdonnerons un sens à l'expression analytique
donnée au départ pour u
• Nous montrerons que la fonction uest une solution faible du problème de départ.
• Nous montrerons l'unicité de la solution u dans le cas où elle est régulière Coo( ou C}
• Nous aborderons le problème de la comruandabilit é du système régi par cette équation.
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rv. r. C al cul d'une eolu tfc n de (IV (1))
On veut montrer que la dHini tlon (2) Il un ~e n~ et qu'e lle dd in,! une fonction u(x,t) :
• u E ClIO,II , L';' ([o,ool)) n C([O,ool , L~ lo , 1 1ll
• u(x ,t) = of>(x -F( t)) pour F(t ) ::; x
· u(x ,t) - h(P-'(F(t)-x)) pour "'( t ) > "
F(t) = f ' w(r)d r et w(t ) _ f(u( l,t»)
Ih100 ~ +00
avec l ,pi"" < +00
IV. I .1. E xi",tence .,t con st r u ct ion d 'u ne fonct io n r éguli èr e u.
Oll.ll5 tou te ccUe par tie n est h é, cOfu5 pondll.llt il des condi tiO ll~ aux (",rd . h. et 4>, r égulière.
Soit Je problème (1) réé crit , pour de. cond i t io n ~ i n i t i al~ r éguli ë ree:
(2)
{
au~:,t) + f(II,(I ,t)) all~:,l) _ 0 0< a s f < M l'i gulière
C.L.: u,(O,t) = h,(t) t::: 0 1h, L < +00 h. E C"" (ou C' ) (I bis)
c.r.. u. (x,O) - 4>.(x) 0 ::;" < J I~. L, < +ùO ? E C"" (ou C' )
OnimpO'e auS'li lacondit ion decompa tih ilé suiv lI.lIte"
On veut m<.>n trer que la définiti on (2hi.) suiva lltea un sens et qu'ell e défi "i t une fonc t;<.>n lI,( x,t ),
qui est~lu t i on for te de ( l bis)
{
• u.(x ,t) - ,p, (x- F ,( t ) "" ur F. (t) ::; x
* u, (x,t) _ h. (F.-' (F,(t) -x)) pour F.(t) > x
avec F. (l ) - { w. (r)d r et .... (t) _ f(u. (l ,t))
(2bIS)
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C ons t r u d ion d ' u ne .olu tl on C""(Ou C,l
D. :
J>,
Co n!lt r udÎon d' un do maine (D,):
D,
Figure 16
D~fin;uon . F, (t) tOmme . olMlion de / 'équ t,on iiJJà cnli.U. n 'vGnl. :
[
t tel que 0 ~ F. (t ) < 1l': (t) - r 0 ~.( I -~·.l tl) avec f.{O) _ 0 l Oi r le dom ain e ou t E ~ , t , 1 avec t l :?: r :?: 0 tel que
V sE IO,r[ 0 ~ r .(s) :::: 1
Ut;li"" n!! le t héor è me de Ca uchy · Lipschit il ' P icar d:
r .(l) exist e . car':'. ~t Cl r ut régulih e et bornée. .:., est C'" (ou C ') ,f est C"" (ou C ' ) donc la
fonction fo ':'.estC' .
Po ur t E :O,t, !.la IIOlut ion F. (t ) est C""(ou C Llet avec la wn dit ion 1',(0 ) = 0, la solut ion est d6finir
de ma nih e unique par
F. (t) = Jo'f 0 4>.(i-F,(r)}dr - Jo' w.( r)<lr l' II posant f 0 .,6 , (I- F.( t)) = w.(t )
r.(t ) esf prn;it ive, str icte ment croissante, continue, donc inversible On peut défi nir t j tel que
F', (t ,) = 1
On d~Ji n;l l. dom~in. D,:
{
' . E [0,0]
• v e iO,t ll .avec ttdque O ::S; 1'. (t ) ::S; X
D, t , est d~fim pa r F.( t ,) = 1
w, (t ) - r o p.(l - Folt »
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s•• le domain e D, II O U 4éfin u.~ on . u.(x,t) po .
u,(x, t) =4>o(x- F.(t))
u. est la compo sée de fonetion" CO<> (ou C') , cst C"" (ou C l) r t u. (x ,t) SUt Dl ..st solution forte de ( lh ia)
"a r ellc vé rifie
au:;;,t) + ({u,(U)) a u;: ,t ) _ "'.(x~ I".(t)) r~ (t ) + {{u. l l ,t)) .,~ (x~f'.( t ))
Const t u d. ion d ' un dornRin e (D2)1
{
. , E [0,11
· t E 10,t 11 ave c t tel que l'', (t) ~ JI
D2 t J ""td:fini par F.(t ,) = 1
.. . (t) étant déâ ni ec reme pt~tdemmen t
Sut re domai ne O2 on Il 0 ::: l" (t ) x ::: L P Oli r t E [O,t ,1.Fo(t) est une (onction croissan te et con-
ti nue, prenan t ses valeurs sur [0,1), donc F.- l(x) existe pour tout x E [0,11 et prcnd ses valeurs "u.
Ce u e dé finition a bien un sens , et comme on vient de Je voir li , éh.nt une comp osée d.. fonction,
C'"'( ou Cil, est CO"(C l), et est unr solut ion rort e de (l b is) c" r clic v êrilie :
au~:,t) + ((u, (I,t) ) au~ , t ) _
Sur lMl oue rron ti èrl' 0;' F. (t ) _ x. on t rotlve u.(x ,t) = h. (O) _ 4'>.(0), on a don e conlinuit é e"'..., les
deux dom sin es , tt Sur chac un des domain e.. D, et D~ la fonc tion u. H ant r êgulië re, u. rst solutio n
rortr aur Dl U D2.
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Dc na t r uct .lon d u dom ..ine (D~),
Nous cll.lquons 1" constr uct ion de ce domaine sur la const ruction du domaine Dl puisque le protil
lI.Ct d peut j oll ~r le même rôle que le pro lil de dé par t fI.( .) pour dHi nir tout d 'abord Une éque tson
diffhentiellc, écr ire sa w lution, puis Mlinir la fonction w. (t) et donner une exp.e""ion de u. (x,l) sur 0 3
• D.filliuoll~ G. (t ) to rnm~ .o /Mllo ll dc ( '. qu ll oll tliJf h clllidf c n",~ ll tc:
[
t td que 0 :S G. (t) < 1
G~ (t ) _ f 0 u.{I- G. (t) ,t l ) avec G. (t l ) - 0 su. le domaine ou t E [t l>4[ "vee 4 .::: T ::: t, tel que
V s E [t,.r( o S G. (s) :S 1
Pour t E [t "t.:I!, h. solution G.l t ) n iole et avec la condit ion G.( t tl = 0, la. solut ion est dé finie de
manie re unique pll.l'
C . (t) = J.,' r a u.( I ~C.(r),r)dT - J.,' W.('}dT
en posant. wll t ) = f 0 u.( I-G . (t ),t ,) ~ r 0 h. W.-I(F. (t, ) 1 + G.(t)))
O n peu t d éfinir 4 tel que G.{~) - 1
Sur 10,t d, on Il F. (t ) = Y.(t ) ct w,lt) - r 0 ~.( l -F.( t))
SUT,t , ,4 1. posees F. (t) - F.(t d + G,( t ) et on " w. jt ) - f 0 h,W.- '(F.(t,) 1 + G.( t )))
Sur 0 3' On a. Y. (t l ) x + G.(t) E [0,11, don c on peut calculH F.-IW. (t l ) x + G.( t) ) ""cc F.-'
inve... edeF. our iO,lj 'lui ui .t e
On peut éc rire su. 1>3' w, (t) ct Il, (x.t ) !IOu.lcs furmes suivlIIltu "
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Un est une composée de fonctions COO ( ou Cl), donc est C CX' ( ou Cl) et est une solution forte de (Ibis)
carelle vérifie:
~+f(Un(l,t))~=O
On a continuité de la fonction Un en t=t l parsa définition, donc Ia solution uç estsolution forte de
(lbis) sur tout le domaine Dl U D2 U 1)3'
On peut construire maintenant un domaine D4 sur le modèle de 1)2 ct ainsi de suite de proche en
proche définir un(x,t) sur tout le domaine [0,1]X [O,A].
Ainsi de proche en proche on a pu construire les domaines Dl, Dt!, D3 , '" qui permettent de définir
u,,(x,t) comme fonction C OO (ou Cl) de la manière suivante:
1
un(x.t) = <pk-Fn(t)) pour Fn(t) .'S x (Dd
un(x,t.) = hn(Fn-:(Fo(t) - x)) pour Fo(t) ~ X (D2,D3, .
avec Fo(t) = L wo(r)dr ct wn(t) = f(u n(1,t.))
N.l.2. Passage à la limite sur les conditions aux bords
On a montré que pour des C.l. et des C.L. régulières ho E C OO (ou Cl), <Po E C OO (ou Cl), ct la con-
dition de compatibilité h,,(O) = <p,,(0), on peut définir une fonction Un E C OO (ou Cl), (Wn E C OO (ou Cl))
parl'écritureanalytiquedonnéeen(2bis)etonamontréquelafonction ainsi définie est solution forte de
(Ibis).
Prenons deux suites de fonctions hn,<Pn E C OO (Cl) (hn(O) =" 4>n(O)) telles que:
ho --+ h E L2[0,A] (ou LI[O,A]) avec Ilhn 1100 .'S IlII 1100 < -+- <Xl par définition
q,,, --+ 4>E r}[O,l] (ou LlrO,I]) avec 119nIIoo.'S 119 1100 < += par définition
On a IlUn 1100.'S 119n1100 + 119 1100 donc IIwn 1100.'S C
• On peut extraire une soue-suite wnli: que nous continuons a noter w n convergeant vers w dans Loo faible ",
c'est-a-dire tolle que:
1 J wne J we 1 --+ 0 v e E Ll([O,A])
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On a désormais utiliser cette limite W E Loo pour se définir une fonction u(x,t) de la manière
suivante (Remarque: W n est strictement positif, supérieur à a(f 2: a > 0), donc par passage à la Iimit.e w
l'est aussi]:
f u(x,t) = q,(x-F(t)) si F(t):::; x et xE [O,IJl u(x,t) = h(F-I(F(t)-x)) si F(t) > x avec F(t) = fa'w(r)dr et xE [0,1]
w est borné sur [O,A] donc intégrable sur [O,A).
tE [O,td
tE [O,A]
west strictement positif donc F(t) est une fonction continue, croissante strictement sur [O,A],
donc est inversible et l'expression F-I(F(t)-x) a I1n sens.
• Montrons que la suite Un converge Uniformément vers u dans C([0,1], L2([0,AJ)), A > t l .
* Ilu 1/ = X~ï~IPoAu2(X,t)dt)1/2 dans C([O,I], L2([0,A]))
* u E C( 10,l ],L2([0 ,AJ)) : u(x,.) E L2([0,A])
Vx,six-.xo u(x,.)-'u(xo>')en normeU([O,A])
I[u(x,.) u(xQ>') ~ 1,2 -. °si x -. x.,
* Un convergeversu dansC([O,l], L2([0,A])) signifie:
A
V E > O,::J N tq pour n > N on ait x~~l;] fa 1 un(x,t)-u(x,t) 1 2 dt < E
a- montrons que 'In converge uniformément vers l'sur [0,1),c'est à dire:
V < > O,::J N tel que n > N, Vx E [0,1] 1 l'n(x) T(x) 1 < E
{
Tn(x)
Tn(x) est défini par Fn(Tn(x)) = i wn(r)dr'~ x
T(x) est défini par F(T(x)) = fa~(X)w(r)dr= x
Soit une suite (xn) convergeant vers x quelconque E [0,1].
W n 2: a 2: 0 donc Tn(x n) est borné, on peut en extraire une sous-suite Tnk(xnk) convergeant vers r.
A-t-on T = T(x) c'est-à-dire fa r w(t)dt -- x ?
* farwn(t)ùt -> forw(t)dt car W n converge faiblement vers w dans LOO faible *
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::::C 1 T. (x. ) , 1 - 0 pu dHillit io ll de ,
donc 1 f
o
T
•
I
'
J
w.(t )dl fa' " (l)cll 1 < 1 -> 1 x fa' .. (t)cl. 1 <e -> , - T(x)
el VI > 0,3 l'Otel quen >N v x e ;o,i] T. (ll)e [T(I ) 1,1'( I ) + ()
f./' 1 u.(x ,.) u(x,t) I l dt ::::.tT'loi'" 1 ••(x ( .. . (,)cl,) 6(1 ( .. (,jd, l 'd l (1)
+ !rt.\-t . 1 hl(F;I(f.(I ~k» h( t~ '{F'(t~x)J Iidt (J I
Tl-)· '
+ h:_~ 1U.{X,I) u(:c,l l i id t (K )
o K - fn~~" 1 u.(x, t)-U(k,l) 1:dt
- .!r..~ 1u .(x .tj-4>( x ~ fa' ....(, )cl,) 12dt + irt:ol«1u.(k,t )- h(t- I(F(Ij-k)) I l dL
:::: 2((2Iu. l '; + Iô 1': + Ih1':):::: C•.e
O l - fo '!l-~ I ~x-fo' '' .(')d') 4(1l-fa'w(,)d' ) I 'dt
- .t'!I_l... 1• •lx- fo' .....( , )<1 , ) ~x- fa ' ,,'J ' Id' ) + 4(x- fa' w, (,)drl f{x - fo' w(,)cl, ) I id t
" .J.' , , }
+ fa 1~k- fa "".(')dr) II'(x- fa ....('1"' ) l 'dl
• Il = JoTl'~ 1~I- fa' - . (' )cl' ) Cl(x-f.' - .( ')cl') 12dL
(II )
(12)
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V x E [0 .1) on fait I~ chan gemen t de vAriable (0 = x 10' ... .I~)d' - x - l''. (t )
U _ J. ..çw.......... .. . (F.-~(x-o )) 1p. (tl) -,,< tl)l lda
IIlI s fa l w.lF.-:(x-a)) 1~.(a) ~(a) 1~da
:S ai l (po ur n 3S6e1 (Vand . ee que noul SUpposc rolUlw ujou l'l pAr la su ite )
P renOl1$une . u;1f 40•• E C<"'110,11) qui conve~e ""'ri.dans VIIO.I]).
Remarq ue: ecU""oUilf e..-iM.cca r C..'IO.IIl....l den.... d oRi 1·'( lo. l j)
112 .1 1 :S 0 11
(12.1)
(122)
(12 3)
El: dfcl d ' une part P' i converge n rs • dans 1,~IlO . I ]) don" on ~ut choi. i, k de IOr t.e que
.fu I .to(a ) _,. (n ) 17do < 1 (k e~l d!lIOrmais fix! ). el d' ..ul l" pa rt w.W ;I{ x-a)j n l borné .
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w. eonverge vers w dana L.'" faible '
donc v c • F. (t ) -F(l) _ fo'( w.( r) "-(T)dT
P artaF;eona jO,A] en k-l segments de largeur A /k .
V t E IO,A), 3i tel que vc 1+A,~AI
( > 0, 3 N, n ~ N tel que V i E (O,k) 1F.(~ A) F(~ Al 1 .s f
Pour n ~ N IF .(t) F(t) 1 :s I F,(t A) F(t Al l + IF(t A) F(t) 1 + If".(t ) F. (Î" Al 1
IF.(t A) F1t A)l:St
On choisit k tel que '1 Co A / k :St
- d ·..u tre part ke<lt fiû d u".sAi l qllel~:. I""e3t bo rné par le chDix de la su ite 4\,•.
• rZ.3 s Jo 1 4',~( x- Jo w(r)dr) ,p(x- Jo' w(r)dr) 12dt
S I ~' k 4' I L"lI<>.II) .s e
En etfe t Dn Il ehDisi pl u~ haut k tel q ll e ccdsoiLvéri fié.
,
Cl J - !T1' I+' I h.( F;I(F.( t)-x)) h(F-1(F(t )-x)) J 2dt
< c.{t A Ih .(F.-' (F.( t}-x)) h(F.-' (F. (l )-X)) 12dt
- JT1' )+< (J I)
P Z)
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v xE [O, IJ on (ai ~ le ehenge rneet de variable T = F.- I(f. (t }-X)
T est tel Gue F.(T) "'" F. ft) x
{
• qUlllld t _ T(X)+ 1 T es t tel que F. (T) _ ~'.{T(x ) + t ) x
0 11 sait que pour n grllnd , T. (x) E [T(X)--I,T (x)+ 11 et F.( To(x») _ x
donc O :S F.( T.( x)):S F(T (x) + 1) et T :sA
• quand t= A T est tel GueF . (T ) - F. (A} x d' ou 0 :5 T :S A
donc Vx E [0,1]. pour te IT(x) + f ,A1 OH!oT = F"(f'. (l )--X) E IO,AI.
Pr enons une su i ~e e., E C""([O,l ]) qui converge vers h dans U ([O,AI).
(J2. 1)
(J2 .2)
(J2.3)
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:::;Zo3( L"l h. (T) hIT ) 12dT + fo" I h(T ) h.,(T)1 2<lT)
On cho~it k d~ 8Qr"" que: f
o
1h(T) h,,(T ) 12 dT:::; , (1< e~L lIIainteru<nt lh ~ )
On a: fa" 1h. (T ) h(T) 12 dT S 0i' ur h. coo...erge vers h daM L2jI0 ,All ·
. J2.2 :::;Ih" L f11. .... 1F'; I(F.(t}-X) F'-' (F'(I)--x)) 12 dt
::s o . lh,. L"
k est fixé , eLon sa it que I h,', Il,., n t borné par le choix de la suite h,.
O n SAiL ave w. con...erge ven w d"n. LOO ra ibJe " dOliC t '. converge vers F' d81l8 C( [O,A]) (O n l'a
mon tré pour 12.1). E n u t il i~"lI t ..lors I ~ fait que f 2::a > 0, on en d~du i t racilement 'lue J2 2 con-
..erge ",,,1'00 pour n > N u nir"rJll ~ment en x de 1° ,11
• J2.3 S Ih,. h i L~ IO.A 1 1 S .
En efJet on l' choisi 1< plus haut qui .. ér ifieceri
Donc Vx E :0 ,1] J ::s J I + J2 S (\L2+ bz).
D<:>nc \"' X E ~o, l) K + 1 + J S " 1 .
C on cl us ion
u. converg e vers u da.Il5C( [O, I] . I.~IO.A)))
d 'où n.( l,t) converge vel'Ou(l .t ) dan. 1.2(!O,A])
d 'où u(O,t) converge ..e""h(Q d/lM I.2([O,AI)
'""ontron .qne .... (t ) = r(u. (I,tllcon..el"):even w(t) _ r(u(l,L))
u, (1, .) conve rge vers u(I ,·1 dan. 1.2([O,A!) donc on peut extraire une sous suit e u••(I ,.) convergeant
pre5<luepa rto utvcr. u(I ,.)
, ,
Vif E O""(I0,A[) fa w,( t ) ~t)d t - L r(u,. ( l ,t) ) \i{t )dt
, ,fa ....(t ) ""(I.)dl conve rge ver:;!fa w[t ) ~l)dl car w. converge \'eU w dan . 1."'(lo.AJ) Iaible •
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1f(u.p ,tJ) 1 ~ C. d l'( lI••(l.tll converge Vtn Af(u(l .t ll presq ue p.vtout (n r U.~(l ,t ) eOflVtrge n n.
u(I,l) preoque parto ut tt r e~t coorince], donc J~ f(u. ,(I ,t») ,(t)<lt conn .ge nn Jo f(u(I ,t)) .:{t)dt .
. .
Cone1usion : V" ,fo w(t) 1I>(t}dt - Jo f(u(l ,t)) ~t}J t
w(t) _ltu(l ,t))
• Montro .... que 1. lIu it-e U. eonve r ge ve n u d.... C([O .AI.L~l(J.I Jl). VA
• u. eon\' erge Ven u d.... C(!O.AI.L'jO ,I])). VA oignilie:
V( > 0. 3N tel que Vn > Ndon";t ~<3I fol lu . IK,t} U(K,t} l' d. < .
VtE [O.AJ hudioM 4 [ U.(K.t ) u(K,t)I ' dK
DHi nÎsaofls t , parf'( t ) -1.
1 · e.., A > t ~ t,
f
o
1 1u. (x,t)-u (x,t) I l dx - 10 1 1h. (F; J(F.(t)-x )) h(F""I(FN --x)) l ' <lx
:5 ~ { fa 1 1h,,(F".-l(F.( t)~xJl »re,'(F .(t )-x) l 'ld.
+ k' 1h(F.-l(F.(t)-x)) h(~~ I(F(t)-.)) I ldX}
V . E 10.IJ on rait le ehangement de n . iable a( ll) - F.-'(F ,(t) -ll ))
J e quand . - O a , _ t e:[O,AI
, • q lloo d X - 1 CI. - r .-I(F,( l)-I ) E [O,AI
li )
(J)
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J ~ 2 { fol 1h(F.-'(F . (t}-x» h,.(F.-'(F . (t )-x)) l ' d t
00 fai t le ( hanl t lnf'nt de variable ut ili.é pou r l, et on ulili... les memn teehnÎ q" ... que pour
mon tr er que u. ro n.'...... Ven li dan . ql0.A~ . L~lo, 11Jl
2 · ca'" 0 ::; t :S t , (on ~ut ",voit aw.si 0 ::; t ::; A < I,)
0" r"i ~ le changfmt" t de Vll.ri"bl( suiva nt
k' 1U. (X,I) u(lI,II I' dt::; c{100(1)-<1h.( F.-' (FJI}-x)) h(Y-'(F( t)-l )l l ' d.
" Iu l+ 1 ,. luJx.II u(x,q l' d t
' [' '''
"Iu l+ f>1,') 1".(I ,t) ~x-F(t)) I'dx
::; 2 al (( 2 I u. l'; + 1_1':+ I h 1;')
fil
PI
(KI
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o E~ude d", 1
On rait 1", mem", chanKement de va riab l",que dans 1",1 Cali, o(~ ) = f '; '(F.(t r x}
o J - J.(:lHl''( ~ - J'.(ln fl( ~- F(tlll ' ·h
s 2{ f":IH I ••(x r . (l )} 9(l'- F. (t )) l ' dl'
Tf>j:IH I ijl(x F.tt» (l(x- F'(t)l l ' dx }
1 • quan d x = x(t ) + 1 on a 0 < a l - l'( q -H F. (t ) < J
\ • qua nd x _ 1 on a 0 < a z _ 1 - F.(t) < 1
O n uti li... 11 11 '" ..\lile reKllarisan u 1jI.~ , e\ ln meme!l le<"hnique, que da n' la premihe pa.rtie"
Con" lu~ion
U. converse VUII Il dana C([O,.A), L~lo ,1 1))
d'o';, u(~,O} converge vera f.>(x) dans L1([O,i ll
(J I)
Inl
I V .1.3. L... ro n d l.. n Il ".\ ao lut io n r ...lb l", d" (IV ( 1»)
Il eal ooluli,," faib le de (IV (1») ai "" E CO"(lO,l [x[O.AI) a su pport compact dAn. ([o,II,IO,Al) oh a"
- 71 -
u; ( u*+ l'{u(l ,t)) u '* )dtdx
( u(x,O) ~ (x,O) dx f
o
" f(u( t,t)) n(O,t ) ~ (O,t) d t - ° W E C""(I0,I [X[ O,A[)
(1)
• Oll a vhifJé que la 80lution u, E C"" (ou Cl ) définie en (W ,1.I ) pll.r (2hI5)!!!It solutio n for te de (1), en
partic ulier. 0 11 3
[
a", iU. 1f ~l U. ~ + f(u. (I ,t )) u. 7iX dt dx
, ,
- f
o
u.(x ,O) ~ (x,O) dx - 10 ((u,( l ,t)) u, (O,t) '" (o, ~l dt = 0 W
(l' )
f l1i !lOru; la diflè rence (JH )' ), et montr o"" que pour U limite de u. (1)-(1') est nu l donc que (1) •• t
nul.
• u. conver ge vf"t'S u dans C( iO,I),L~,([O ,A])) n C([O,A].LI~( [O , I]) , don c:
• 1f ~l r(u(l ,t )) u(x,t) ~ (x,t) dt dx f fn f{U.( I, t») u. lx,t)*(x,t) d t dx 1
_ J f /, J (u{x,t) u.(x,t))...(t) i!!- + u,(x, tl w(t) !!1.. u.(x ,t) w. (t ) !!1.. } dt dx 1
n \ 0)( ax ax
car '~ I es t born é, w , co nverge vers w , u. conve rge ven<U
• •~ [u(x,O) u. (x,o) 1~ (x,O) d)(:5 C"
l,a ro. (o,Ol- u{.,O) dIUl8 Il (IO,Ij)
• fo" [ f{u(l ,lll u(O.t ) -l'{u . (l ,t ) J u. (O,t)) 4> (O,t)dt :5 C· .
l
'aru.( 0 , .) _ 1I (O , . )d""8 L~ [0,A])
etf(u.( I, t)) _r(u(l ,t))
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Donc u(x,t ) vhifle (l)dol1c u{x,t ) e5t !K>Iutîon raibl" du problè me.
C o nelu elo m
On a donc prouv ~ J'uistene~ d 'une solutio n faible du prolJlème (1), e ~ exh i b ~ un e éer i~ lIre de cett e
eolu rio n po u r'
IV .1. 4 . Un ici té d e le solutlcn r t'llu li h e u , ~ e t h r ,;;gu lie re" êh.nt d on n èea
Supposons qu'il exist.<: deux solutions UI(x,t ) et u;Jx,t ) a..'ISOC îé"" "ux C, l et C.L. h et 4J
e Soit. U = U 2 u,
u ~ vêriâe ~ +f(".(t ,t ) ~ - O
• On ..<>u~ t rai~ (2)-(3)
. O n mult iplie (1)-(2) par u et on int.ëgre eu e"paee:
• r est Lip$<hiu de eonst a nte b, et ~ est bc më e do nc:
et fol f(Ul(l ,t )) u ~ dx = r(ul(l ,t )) (~ u~~, t) )
(2)
(3)
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• O n obt i.,nt :
1
~ .., ~'· +< I' .' I S M,'
prenons K=U{ : ,t )
., -fo u' dx
pour a > 0
+ e l xy 1 :0:; My~
Co ne iu ..io n:
g (t ) :O:; Mg(t)
0 :'5 g(t ):'5 g(O).,M' _ O _ > g ""' O, donc u . O
O n a une unique solut ion U M80Ciéc k h ct ~
IV .2. A cc elllIib iIi t é du ,ystiome
1
~+ f{U( I, t)) ~ - O ."CC: w(t) = f(u( I,t ))
u(O,t ) - h(t) t 2::: 0
u(x,O) - oP(t) 0 :'5 JI;:'5 1
Onavuque( I )a.d rnct ... e . oI. ' iD" .(z, lj qu i p"ut $'éeri re sous la tormelUlaJytiquesuj v an~:
u(x,t ) =- 4>(x- F(t )) pour f'(l) :'5 x
u(x,t) - h(F'""' (F(t)-x») pour F(l ) 2::: x avec F(t) - fa' "'(1)<1 1
(4)
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On voudrait . 'il ...~ poo. ible d.. tro uvrr d... C. l d C.L. qui ~i..n ~ compatibl ... . nc 1. condIt ion:
u (x, ~ , ) _ ~,,(X) profil im""" r
on . : u(x,t l) - ~I I( X) - h(r ' (F'(I,r Xn
r-l(f( l lrxl POU' x E (0,11 es.' un.. rond ion .tric~ment drCroW-ank d.. x, p«nan~ .... ...In .. d &Il~
10.t ll, do nc ....l innrsible.
f aa-.. I.. chanl..m..nl de vllriab l.., , = r- 1(F(II)-X) <- > x - F(t l) - F(l) - 1." w(rJd r.
Vt E 1O.1.J h(t ) _ .,,( F( ~ ,)- r( tll - ".tJ." w(. )d. )
2 ·e...
Pou. t > th u(x,t) = h( F'""'(F(~ )- x ))
On voudrait savoir . ~ I <:6tpœ6ibl .. de lrouv... d"" Cl . d C.L. qui &oi..nl COD1p.~ibl... av~ la cond i-
u(x,A) =~,,(xl profil impoe~ , .o\ qu..1eon'lu" .
VA. . bl(f(A)-x ) pour xe 1O,1J....t un.. ronct ion .~ric t ..~ent dicroi!!llnti cont inu.. d.. x. prenam M.
va l..u.. dan . {F'"" '(F(A)- I l - T , AJ, . ....e T 1..1 'lU" 1'0 w(. )d. - 1 = fo ... (.)d.
Deme r "' IF(A)- x) ...rin v..reible sur IT ,A]
t = F'""1(.' (A}--x) <-> • = f( AI- f'( t ) = 1. ..(.)dT
Ai Mi , i à une d ll.t~ A qu. leoll'l" " on w uhait.e imp<xt<'r un prolil ?,,( xl, on doi t avo ir:
Vt E [T ,AI h(t) - ?,,(F(AH'(I)) = -,,(1." ..(.)d.)
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V. E t ude d e l 'é q u a ti o n appr o c h é e
V. l. Rappe ls g én ér aux su r les m éthod es aux d ilTé ren e"Mfin ies
cr. Bambcrger(HI83), Temam(1970), Glowins ki(1982), Hicht me)"er· Morto n(I967)
En pratique, qua nd on ~ t lld i.. un ~)'~te me ph)'3ique don t t'ë vctuüon u t d~crite par lin" équat ion
auX dé rivé es parti .,II..s(ou int égro-d iffh entielles), d èpenden t de N var iab lN! d 'espace ( d a n~ !l N) H d., la
~ar iable t , connaissa nt l' état du systè me il un iMtallt ini tial 10, on SOIlh.aite visualiser ""n H at pour des
insta nts t ::::;: O cn résolvan tl'éq uati on etell t"nant compte d' évent uelles condit ions /lux li mit es.
V isu a lise r lIOn ét at à un illilt&nt t ~O pcu t sig nifier ", ·oir ~ eeue date une repr éeenratècn
ap proc hé e du systiome dans R N par u.,mple donn ée par des fonct ions de N var iab les d'espace, sim-
ples, eonstante s ou q..adratiqu es sur des pavés (E R N)" Une norme clloisie aur la classe de C"'l fonctions
per met de don ne. un sens lt.l'é car t ent re deux repré sent at ions c 'es t à dir e deux ét ats du s)'s t eme.
R é soudr e l' ''quat ion peut signifier obteni r pour des da tes success ives t" des repr ése nta tions
approchées "ur Il ' , l,a r l 'intê gra tion de l' ~quation app roché e d 'é vol ution du syst ème.
V . I . I . A pp ro xi m ati on d_espa r .... d'é tud~
On !lOuhait e a pp roc her lee " Iém ente u d 'un ""1'''1''' V pa r lei! é léme nte Ub d 'u n "" p are Vh
Appro xim a t ion in ter ne d 'un e"pace no rm é V
On pa rle d 'approximati on in tern e quand les espare" d'approxim atio n Vb ..:>nt indus dans V
L 'a pprox im a ti on inte r ne d 'un e"pare V nor m é est ron sit ui plU" Une famille de tripleu
{\'b,p " r,} , h E Il , telle que:
V,estun espace nor mé (C V)
p, "st un opérateur linéaire cont inu, d it de prolongement, de V. d31'. V
rb e5t un o péra teur liné aire cont illu, dildr rutrictioll, de Vd3os Vb
on no te 1 . 1 (.... pert ivemenll .1 b) JIInOrme dans V (resper tivement dsn s Yb)
Il - i~l ( )O,h;'\} . Dans le CM des m êth cd es aux différe nces finies h est le pas .
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Un o péra te u r de prolongement p, t9 t ..t a b le ..i ..a norme:
I pb l = Sup ' p, u, l ""t majorée indt pend" rnment de h
",,,v,
1.. 1<1
Un opé r .. tc u r de r. ..tr icti on rb ""'~ st a b le si sa norm e"
1.... 1= SUI' 1r, u l , u t mlljo",e ind~pcnd"mm"'n t de h
MI .
L' appro xima t io n d e V par {V',P k,r,} u t ..tab le si les opérateurs p, et t k !\Ont stab le..
VuE V ~i~ p . r, u _ u dans V forl
Théorème : Si (V" p,,r ,) est Ull " ap proxima tion sta ble d... V, dl e ut eon verg"'lIte si e l seulement ..i
• Dan~ la pra t ique Pb est souve nt l'opér a leur ident it é.
* Dan s la pra t ique Oh ut ili.....des a pp rcxirn atio ne . ta bles et conver",en l ts d e V
• Donc on l' OM souve nt 1.. d é fin it ion d .. I' a p p r o x im .. t io n d...V p"r 1.. r..m ille ('\', >. &.elle qu ...•
La (Vk), Iamill...de ec us-espacee fer més de V ..a l Îsrail 1.."eond itiUIlS
il existe V C V tel que V - V et
rb V ..... V, teUe que ~~~ Ir. u u l -o, Vu EV
V .I.1.1. E xemple d 'appr oxi m .. tion d ., L~(RN)
Un exe mple l rt s connu d 'ap prox imation inlerne est la m éthode d e Gll ier k in
Soit n un dom aine (collvexe, oun t t) de R N '1I1Î pru ~ h rc non born é
V =- L~(!1) (o u L' (Ol,Vp J :5: l' < 00)
mu ni du produ it sca lai ..., (u ,v) - ln u(x),v(x )dx vc.v E L'10 )
ct d.. la nor me~iée 1u 1- (In 1u(x) l'dx)!'''' Vu E L2(0 )
av"" dx _ dx l d XN
- 77 -
H _ { h E R N~ (bh...•hN)}
R~ 0= ( j b E R N = 0 1h' .....jN hN). j ent ier de signe quck onque }
,
O,( M) avec M ... [x.,...•XN).le pavé i!.\ [x;.x, + hl]
<\(M) II. Icnction u rut h illt ique du pll.vé T~(M)
(R n >ldrq.e : on pouvait rhoisir des domaines n~ de géornHrie d i ffé ~nte ou i rr é g u l i ~ ~)
O n peul défini r V b com me un eol\.'l-espace de {,2(U) (ou U(n)) t el que
1
V~ = { u ~/u~ e L2(O) (ou L'( O)), u ~( ~ ) - M ~~ <\(1) u. (M), uh(M) e R }
avec u~(M) _ IOrJM} U(I )dX _ (hl hNt 1 10 (1.1) u(x)dx VM E Rh
JO.IM) dx '
V, est un espace de fonct ions h llgées, r. est un op éra te ur moyenne sur les pav és n•. E n gé néral Rb
est de d imension fioie, e' u t a tolll la di mension de Vb u les ronct ion5 6~ en forment une base.
on peut mont rer que l'approximat ion de V par V~ est stable et eOllverge nte :
on peut mont rer aussi:
~i~ 1u, u I L"IOI = 0 Vu E C(O)
Démonst rat ion
1- L 'ap proximation de Galerkin ....t"t a ble
p, est l'opè ra teur iderwit é injeet ir, de norme unit é
rioU - u, Vu E V est l 'op ~ rate u r de projeetion o rt hugonal de V lIur V,
( rhu,vb) - (U,Vb) VVb E V,
r. est sur jeetif,de norme unit é
2- Pour montr er 'lue l'approximll.tion est co nv"r ge ntol, il s" mt de prouv er que F~Pb rb u """ U dan s J,2(f1)
fort pou r tentee les (onctions u d"ns " n soc_v. den. e dans IY(O), comme !'espa",c d"" fonct ions cont in-
ues il su pport compact dan s 0 (C.{O)) OU C<,,''(OI
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Soit u E C,(O) à support compact 0' de Rn (fermé, borné), on peut trouver une famille finie
(0;' )'~1 .Nh telle que
- 0; n 0' Vi = l,,,.,Nb
tout 0;' est mesurable c'est-à-dire: a < f~dx < C
0; n Oj = ° V 1 ~ i,j ~ N h avec i "!' j
h=Sup {8i}'~1.Nbavec 8i = diamètre de 0,
N h
• ~~ Il rhu- u lloo(O) = ~~ Inf { C tq 1;E! rbu(x)-U(X) 1 < C p.p. sur 0 }
= lim Inf { Ci, ;~l,N tq 1 ~ rhU(X)-U(X) 1 < C; 1'.1'. sur 0; }
b-eû b i=l
_. 1 ~,;u(x)dx )
- ~'.!!6 Tnf Ci, ,~!,Nh tq 1 ~-U(X) 1 < Ci 1'.1'. sur 0;
Oi
car lim 1 fOiu(x)dx -u(x) 1 = a pour u E Ce(O)
h~O fo,dx
V.1.1.2. Application à notre étude
Dans notre étude, la fonction une dépend que d'une variable d'espacexetdonc cette variable ct Ia
vRl'iabletontunrôlesYlllétrique.
On approxime l'espace des fonctions L2([0,L]) par des fonctions de Lb2([a,L]), fonctions constantes
par morceaux dc pas h. En particulier la fonction condition initiale est approximée de cette manière
On approxime l'espace des fonctions L2([0,T rl) par des fonctions de Lh1 ([a,Tr]) , fonctions const.ant.es
par morceaux de pas h' En particulier on approxime la [onction vitesse w(t) E V([a,T]) par une fonc-
tion Wh' E Lh1 ([a,Tr]) , et on obtient une approximation des courbes caractéristiques par des fonctions
linéaires par morceaux.
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On i.lu<!ie ensuit e lCOl profils U ~(l<, I' ) rhulla14 d'une inl i.grat ion v mporel1e approç ll ~e de l' équation
de trans l,ort , que nous allons mainlenant d êcrire.
V .1.2. A p p ro xim a t ion d e l' équati o n h y pe r bol i'I " " pa r un " "h é m a a u x d i lfé ren """ fin ie s
Nous avons ét udié uo scllêIDa au l<diiJé", M"" fini.." poc r IIpprox imer l'~'1u"tion (V.3f»: le "" hé m ..
V .1. 2 .1. l' re ,,,,nt atio n d u ..c h"' m a décentr é
l.e~ abo;(;Î~a d io.""'tessontllOtée3X, e'l"sds""sd 'ê ,,han 'i llonnages 50otnotéest · .
On "herch e à calculer une fonction Ub(X.t) 'lui approxime la fonction u(x.t) sur (x,t) E 10,Li X iO,Tr!.
On note u!I(xj.t · ) - uJ".
0 0 not"xhl/~ - Xj+ ~ ,XJ_ I~ - x, - ~ , xo - O , XJ = i. .
On not e t' = nJot , ,°_0 tN _ TI
u~(" .q _ u;' pour (x,t ) E JXH/~·Xj + lfil X It ',I"+ '[ j _ I ,...•J_1 0 =1 , .•N-l
C./ u ~( J( . I) ..., Ujo pour (x.t) E jX;_I/ il>X;+'fi l X 10,111 j - l, .,J- l
CL . Ub(X,t ) - uo' pour (l<,t) E iO ,~[ X It",t O+ll j =O 0 =- 1,. ,1\'- 1
u. (x,t ) = uoo pour (".l) E ;o..~r X 10,111 j _ o 0 -0
u.(x ,t ) -uJ" pour (x,t ) E )XJ_l,'2,l<Jl X [t', tH II ; = J 0 =0, .,N- l
ll a 'lI l': it de sedOllll er desapp rOXim"tionsreSPect ivementde~et~ .
• On approzime le, ~hÎve., por/iellu ~ et ~ plU" du différen ces fioies dhenlrées suiv antes :
. 0 .. oppr":rÎmt III vilt Oit dt pro, ,,gal' o.. ...(t ) entr e deux date s succeSllives t' ettH I par "a va leur
nlculée en t" à plll'~i r d~ IIIvaleur uJ", XJ H ant l 'a.bsisu d ~ l'ex tr ê mit é de IIIca nlllis8t ion
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• Le schéma d'approximation donne:
D,+(utl + w(tn) . Dx-(ujn) = 0 V (i,n) E Z2 avec w(t,n)= f(uP)
C'est-à-dire:
La condition initiale s'écrit:
La condition aux limites s'écrit:
u(O,t)dt par exemple)
• Autre interprétation de ce schéma
(1Y.38)
Xj_l_l/2 f'
Uj~l ~
--------}.-.
Figure 17
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-+ Soit la caractéristique issue du point ut+! elle coupe la droite (x, t") au point (xt,t") avec'
x;' = (w"~) Xj_!+ (l-w"~l Xj
x;' est une combinaison linéaire de Xj_! et Xj avec les poids (w"~) et (1-W"~).
--+ SoitJa fonction linéaire:
Pj"(Xj_d = Uj~1
Pj"(Xj)=Uj"
Le schéma décentré consiste à prendre ut'I ~ Pj"(x/l au point (xJ't n+I), c'est à dire à calculer une
interpolation linéaire entre les caractéristiques partant de Uj~1 el, nt
-+ On peul dire aussi que pour calculer ut+ 1 on effectue une formule de moyenne sur ]Xj_I/2.Xj+I/2]:
Pour cette raison, on comprend que s'il existe au départ une discontinuité sur la fonction initiale on
la condition aux limites entre deux points d'échantillonnage donc entre le niveau sur les deux
earactéristiques partant de ces deux points, cette discontinuité disparaisse au travers du schéma qui fait
des interpolations linéaires entre les discontinuités.
V.1.2.2. Le schéma décentré est explicite
Ce schéma est explicite car on peut exprimer directement U{+I en fonction de Ujn et Uj"! grâce au
choix d'approximation de w(t) par w(t") sur [t",,"+II. On a débouclé de cette manière le calcul des
températures à travers le réseau pour la date 1,0-+1, comme en statique on débouclait les cal-
culs en inversant le sens d'intégration des équations.
On remplace donc la vitesse de propagation par une fontion constante par morceaux, ce!asignifie
quon approxime les courbes caractéristiques par des portions de droites sur chaque intervalle [tn,t n l l].
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V.1.2.3. Condition nécessaire de convergence du schéma
• Une condition nécessaire de convergence du schéma est la condition de Courant-Friedrichs-Lewy:
< Vn
a=WIDax~:S 1
• Interprétation de cette condition:
Figure is
IIV.39)
Le calcul de ut+! au point M(xj,tD+1) fait intervenir deux valeurs Uj~l ct ut En remontant de cette
manière le temps et l'espace on peut connaitre les points utiles au calcul de u.?"! l'ensemble de ces points
constituent le cône de dépendance numérique ( points marqués d'une croix sur la figure). Une condition
nécessaire de convergence du schéma est que ce cône contienne la caractéristique arrivant. au point
Ceci n'est vrai que si sur tout intervalle [tID,trn+l[, la condition donnée plus haut est vérifiée.
On voit que le calcul de UjD+l dépend de tout un cône de points et non seulement des points sur Ta
caract.é ristique, on voit là un effet de diffusion numérique, qui explique aussi que les fronts raides ne se
lransmcttentpasmaiss'étalent.
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\" .1 .2 .4 . Cond it io n n êc..... i re "~ aurn.ante de at.abi li tê du ac h h n a
S~abil it ê L'"
_ SI,lPp6'oOrISque \l"II ron ditloos init ial ... r t lWK li lllil.r'5lOirn l born h·~ ·
A < uJo < fi UjD ~ tll nt Irs point s de disnél isation de la ~ond i t ion inh illir
A < uo' < B 1,10' .. tan t l~ po int8 l'Ir d iKretiution de la cond it ion aUKlimites
A .. ~lin{ Mi n(uj~, . Min(Uo" )"}
B _ Sl,lp{ SuP(Uj'\ . s UP(Uo")'}
Si 1. ~ondi tion de Cou r a n t- F r ied r id u.- I....w y est vhi6ie , à "avoir:
tr _ ... ·~ < 1 Vn = > .. - ... ..~ < I
montrons a!ors qu'o n.
v j E [I .J] V n s x A < 1,1,' < B (1V.40)
01 el .. , ooM po«il if• • d .. somme l , donc uJ"H .-. t une combinaison l in~lIi rr d.. 1,1/ et de u.~ l'
On montre pal' r ~ rU lTrnee que si on • pour n el î E II .JI: .'1.< Uj ' < n (et par hypot hh r c n a
au..si A < UV· ...I < D l
on. pourn+ 1 r t j e !1,J j:
donc 00 • montr~ (1).
En p a r t icu lier ai A >O , on .. m o n t r é qu e le "" h"m . est po ..iti f
St.bilite L~ (1 :5 q < 00)
Soi t y- 4>(y ) ronc' ion r ~ rllr . t ",nur
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Sommoo s en j sur [I ,J] et mult iplions par ~J; (on obuent une up..........on de la not'R1e di..o:ri: ~ L'
de <t>{UH I) sur 10,LJ;
On .....1 1::: 0 ,
on 1.0 ~ 0 2::: l , doll(,;
En po8ant ~~ = K ~t , par r ~ ('urnnu on oblient
Si on d lOisit 4'{,) - Ir l ' .on obtielll pou r tout 1 ::: q ~ QO ;
(1\ '. 41)
Cela sig:nifie que la norme q de u· est majo r ée par une ('onstllnLr roi. Ill.som me du norm es des Wn-
d l~ion' initiales et aUJ; l im i te~
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V.1. 2. 1>. Con d it io n lIuffisan te de eon veegenee du sch ém a d é c.m tr é sou s "e r h .ine s h y po t h " ,.e"
On rappelle qu' à la suite (ut ) est assoe iée une ronct ion u ~( x ,t) E L~ (lO,Q ,L2(10 ,T ,])) qu 'on li. dé finie
plus ha m
On SlJp~e que ...(lI est Une fcn cricn donnée de L2([o,Td , born ée sans relat ion aVec u(1 ,t ) c 'est à
du-e qu 'o n dét ru it le Loudage qui app ar ail dans l' équat ion (IV.3f»de tr&nsport
"' (1) e:.t approc hée par ...}(t) constan te par morceaux et ... ·~( t ) ...(tl l r-O quand At .....O
On ,lIi/iu /( r éul/a t .....vant dû" la ~ lab i/iH du s(hé ma'
s
Si on note 1u" 12 - JE. (u/) 2 Ax on a
autrem ent d it u. ~t born ée dans V( [O,T~ .l}(IO, LJ )), on p"ut en ext raire une sous-s uite Il ' (1<1 con v~,..
geant vers v dan s L2([O,T rl,L2([O,L])) faible
2 • On so uhail. mll" t.. r q. . colle sou-n ile Ub(l ) (q. 'on nol( u~ ) e"n~ r, e "'ra v dans
L' iO.T d,L'[0,1[)) f" ".'e et q. '... a v ... /rl i .." fa ,M. d. ,ra.reme n iu nl '
{
ii- +W1<lii- ~ O
(1) _ G.I . v(x,O) _ u. (x,O)
C .L. v(O,t) =u(O,t)
aV( c ...(t )fondiondan, L2([0,T rIl6 orné.
3 . On m..nl re faci/(m (nt qu E~ u~ = U dMls L2([O,T r: ,L2(10,1])), cf donc qu u. co.lt'erge /a" .lernen t
"e' , ulI(,ol ..lion de (1).
4 - Co n c /u~ ion: Dans ce cas le sch êma c~ l COll\'e rgelUlt .
R.marq..e: O n rappelle qu' une solut ion raib le du problè me (1) vh ifie:
JM~ + ...( t)~) dxd t - J~ L u(x,O)4>(x ,O)dx + J
o
T rw
(t )u(O,t) 4>(O,t) V ", E D(Q)
avec D(Q) en~mbl e de3 ronct io lls C""(Q) ct Q - [O,TJX[O,q
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Dé ...... " .,•••
2 _ • Soi~ nL lei rOlld ioIll r f,u lihn à IUpport compa'" lu r Q ' 6 E c:..-(Q)
• Rapprl"n~ que le II<he ml s' fc rit:
• On lf hrilcb...:und... dux t.crm... comJKl"U't (l ):
~,
+ .~ .... u] ~l~x .!:ow' U41" .I· ,), t
Comme • n l à suppoI'"lcomplI.ct sur Q on II. 6l = 0 V n, POUT,),. ~ ~.(6 ) M~ndanl du support
de ~.
• O nam.u.l 'np""'lion( I)lOus la r«me (2) :
(2) -
...·c6;.. ......t ) ~1.1t
~,
+ j~' wO u,o ( "j~ ~6jO) a xât
,
+ 1~1 U;o_je .:u
~,
T .~.. · ~ 6.· .1 1
lv x
1 ;
o
f t ? o!n ' f
,- .
l V . ' 9 .o n . . . . . l~ri +
xv or' '''orn'~f +
1 1 ; Xv ( of
9
x~~'?) a ' n a . . . .:~1 + - l p X p ( l ' X) \ , t ( \ ' x ) Q n bf f
" U ~! lqo 0 0 ( z ;) l u " " ! 1l 1 n " 3 •
l
V X
1 ; . O q t . O n: [ -
lV XV O~ .ln 'f -
x \ " 1't' .~ .fn:~: :~~ = ' p X P ( l' J 1r 1 ( " x ) Q n bf f
· ( O! q t . ) , , 1 l0 .
1 - J O J Ib~1SU1<P *. + * -( l· . lAo-(l'X )~
: a I J. . . .~ . . . . . , .~nb lUW~I!~J 1 , . : 0' " u a (iJ~'O: ~1 W 1 I p
. . u a . . l u w a U O J l u . .aJ.Ja"~ Q . . . 1 ~ ' aJ'l!ln ll~J V ' b , n s 1~dww , . , o o d n s . . " o H ' ! q , o o . ( q . . a l ~a . . V •
l - N ' " O - u
r - f
l ' H " , l l X
[ r s ' I / ' ' ' ' x [ , , ( l ' X ) J n o d
, , - ' ' ' . ]
" N ' " O - u
o - f
l , u l · . 1 1 X
J~'01 3 ( l ' X ) J n o d
. ' 4 1 > - ( 1 ' 1 . ) " ' T O
1 r · · · · · l - f l 'v 'o~ X r~ ' · fX"&lH"1.1 3 ( , ' 1 . ) J n o d
.~ - (1' x l~ T : J
i - x ' " I - u I - r · · · · · l - f 1 l+ .1' .1~ X IU ' + ' X " U! " ' fl l . ! 3 ( " x ) J n o d
.~ - (1 ' 1. )';fl
, \;' xnva;),lOW JVd al u",WO) uo!l)IJOJ"1su~npo.l' Ul .
( , ) x ' Ç " : ; : x V J n o d ' U A 0 - 1' "
( . P V : ; : t v J n o d ' ! A 0 - / < / . ' . . , .
( 1 V U ) " . " , . ' " ) a . . . . u A ! A . 1 , ~~~~ . " + , _. .;~' J i - . r . , .
: 8 1 J< > « > d .
- l S -
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• O n sai t que u. t on....rtt faiblem.n t ve ra v dan$ L2{Q). que ,,~ co nveege fo rtement ven ... dans
L'{ lo .T dl et w~ t onverl e fol'tement vera w dans L ~
,
- , ::. Uj°..,° .1J;
~-.
.::c. w' UO" ~." .1 t
,(;E. Iljo 'fi0 .1 1~t t't (.Eo Uo"~ .1t )..},lt
(1~lwO ul' (~l~ ~lt ~jO l AI) Ât
_ ~l.v (", .olf(".ol d"
,
--- J;. ...(t )v (O, t ) ~O.tl d t
- 0
- 0
, T
• Donc: 1IQ v ~ d",dt - 10 y(lt.O>-(",,o),h + 10 w(tjY(O,t ).lo(O.t }dt
S'il n 'y a pM COflV t'rll:t'oce faible de u. venu cf'!a sig oifie:
Donc ilulste unelOUsauite u.' etc > Ote lleque I ( u~' ,v l (u ,vl l 2::' " h'
lR u. ' on peut utraire lIoe soU8-"uite u. qui conv erge ve"" u da n. t ' fa ib le et telle que
~i~( u• .v)_(u.v)
Ceci ta t eont radicto ire &\1« l'hypothh e donc u. conv erge faiblement veTll u .
R emarqu.. :
Le prob l ~ lO e qui sppa rai" 'lullnd on veut dê moILt.., r la conver gence du . chê mll., dan" le eu oU
la vitesse w(t) est liêe P"" boudllge lLV~ e Il, ClOt qu'o n ne peut P"'" montre r com me préc ède mruent
fa<:ilement 'Ille III fonct ion l/Jt,converge vera *..,. w(tl ~ ear on n'a pllP de rh uit &t de conver_
gence de w' vera w(t) dan s ce CM
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V .J .2 . I). D iffus io n num" rl qu e d u ..ch "ma ..t d Hormati o n d es rr on ts r a id""
O n sa it que la fonct ion u(x ,t) u t constante le long dee u rae té rist ique1'd ' équat ion x_ w(t) t
Quand on diser êu .... l ' équ&t ion de t rans po rt, on util' ... l'approxi mation w(t") de la v ite8Se w(t )
entr e de ux pu d ' éc hantillon nage en t em]» t' et t ' ~ 1 e 'rat- à-d ire qUI!les carac té ri~ti qu es app roc hées
on t po ur éq ua t ion x= w(t ") t su r [t · ,t· ...1j.
Si w(t ' ) _ W m.. et qu' on .e place " la limite d e la cond it ion de stab ilit é du sché ma nu m érique
wm.. ~ _ l , le sehé ma d écen tr é d onne le calcul:
qui ..st la oolut ion exac te de l 'é qu..t ion de transvOl ~ s i effeH ive ment la vi teM( w est. co nstan te sur
[t".t"·I ).
Ainsi o n vo lt que l' a p p r o x iln a t io n d e la so lu t io n dooo " " par II! sc hé m a cet d ' a u t a n t
me ille u r .., '1.. .. d' u n .. pa r t o n SI! .. i t u .. pr oc h .. d .. 1. lim ill! d e 1....condition de s tft b i li t é d u
sch é m a , e t 'lu.. d 'aut..e part ....(t ·) ne so it p .... t ro p é lo ign é d e W"'LO' ,, '.,.t .. d ir e q u 'on n..
donn.. pA" un" m aj or.t ia n t ro p g r a nd I! des vit.,~...,,, pOUVAn t ex is t e r d Ans 11\ cl\n . 1is Atio n.
R és umon s les raisons qui noua pouMent à ut iliser d es sché ma.a nu mér iqu,," qui ne diffusent pM.
Les rront.& raides, qui peuvent étr e envoyés par 1.. cond it ion aux limites h(t ), sont rlH orm h au
t ravers d u sché ma dée erueé en des fronta incli nés plu s ou moinsrorl"men ~ .
Mai. cl!la provoque auss i d" d éform at ions s ur l' a llure dl! la eo urbe w(t) _ f(u(l, t») . Ce so nt 1"
les raiso ns qui nous pouSl';l!n t à constru ire des sebê mss num h iq ues qu i ncd ifTusent plIS
Pr enon s lin exe mple et pou r ce l... revenons au problèm e p hysiqu e d e d éparl et prenons le ea.s
d 'un rés ea u simp le à uneehaufferi.. ..tllne sou>rst s t ion .
h n l'lgiJlon. qu'à une da te r, il y &it une augmenh .tio n brutale de de man de li. la so u>rsta t ion .
Supposon s que j usqu 'à ce Ue d ate )" tem pé ra tu ... à l'en lr~e de la sous-e raric n soi t à un n iveau
o ptimum st at ion" ..ire (en effet to utes les " ar iab les extérieu res sont supprn; ~ e ~ const a ntes; cet
op timu m p<'ut ~ tte ea kulè pa r u ne s imulat ion en d,g im... sta tique), de même apr ès la da te r. Pour
cela il a fa llu qu 'un front de chale ur aoit envo y ê il. ll'l chllllff. r;e à une d" te 'r _ r 6.6êta nt le
te mps de t ransit d u fluide ve rs la sou s-stat.ion , pré pa ra nt l 'augment at ion de dem and e . On obtient le
ty pe d e répoMe de la F igure HI aur 1" temp fr a tu re e~ 1.. d é bit , qu an d les te mpfraturea so nt calculée.
Suppœona que les te mp fral url!ll .., ient ca lcu lé "" par le sché ma M celltr é . Le rron t à la
chaufferie 8'eat t tan sror moien un front lnclin é ou êtal é apr h r à la sous-st ation et la co urbe d u d ébit
en eons éq uen ce se déforme aU3Si. Al' rh r le d é bit eToit plus que Sur la Fi gu.... 19 car la temp é ra ture
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à la l5oOU_tation O'Ht pal! eneore au de niè me ni'YU '" ~Iatîonnaire , il p,tow nte une pointe qui n' u. Î51.e
pas dans la rhJiH .
CeUe rema rque e5t purement qua!i ta lÎn [lee COllrn..B IrllC t " MIr la Figure 10 et 19bis lIOnt
ficrivee] et o n 'Yerr a plu e e n d h a il BU dl Bpitr '" VU r" I'Por tBnt du s imu lat io M et cles op ti misat ions
t !fec lué.... .. partirdu!lCh ..ma déc eo lr t ,d.... <"Ourbooata!culê t's réeUemt'D I
~. , .-.
F ip ", 19
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V .1.2.7. R e to ur à. 1' 4:quation de d é pa ..t su .. les tempé....t u r ,,'" /lV "e eo.-fTici..n t d .. p" ..tes
the..mlq .. ....
On applique le eehé ma d é eeMr~ à la tempé ra~ure T:
aVec ", " =< w(t ") - ((T l e-U " + 00)
avec 1,. condit ion aux limites 'l'o· + (g" - ~o) e '~ '"
aVec la condition ini~iale 'rjO (Jo
En remplacant dans le II\:hé ma d écenu é 'rt - (Tt fIo)e'" on o blieM
avee .... _ w( ~" ) - r(TJ")
avec la con dition aux limites To' _ g"
V.2. In t...œd ue t.lo n d ta u t ....8Ilc h é m s 8 n u m èel q u es
V .Z. 1. "'totiv a tion s
(1\'. 42)
:Sous souhaiton s util iser des sché m&; "ulTlériquc ~ 'l ,li respect en t au mieux l'~ q uatjon exact e, c'est à
dire qui pro pagent en les déforman t le moins po ssible les d iscont inuités ex is~"n t sur ]" fonction u(x ,t) ,
d"n ~ en part iculier qui diffusent le moin s poss ible
Pou r u" sch~ ma. qui ap proxi me sur chaque pas de temps [t ' ,IU I ] la vi ~e.......de propag a t ion w ( ~) par
'" vllieur en ~" on respecte eu mieux l' équation si la solu~ion approchée gard e u consta nt e le lon g de_
c arll.c l~ r i s~j q ues "l' l' rochées x_w(t' ) t sur le P"" de te mps coa eid ér é.
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V. 2.2. P r " m i" r " d éfin it io n d ' un ....h é m .. !lllnS difJu "io n
V.2.2. 1. Prés.mta ti on du s"h ém"
O n lt ....d.. Une c.li!l"r~tis..t io n fixe il. pM "O"" tantll Ù lI" .. n espace .
On approxime la condition ini ~i al e comme dal\.5Je <'ail du "" h'; m,. dé "<'nt r" .
O n " " "' u l,, la d i. " r é t i"a t ion en te m p<!"n m ê... e te rnPfl qu'o n p r og r ......" dana 1" " .. leu ! d" h.
ron et ion appr oeh ,;" u j ,
A chaque dat e , ", quand les val..u,""ut sont connue". On "ak ul" w" ~ par tir cl" uJ' r t on calcul.. un
nouv eau P"'" d" t<:mps ~t' u-J que ol ll" ~ w' olt", c' est ~ d i~ que la date , H l est la date la laquelle
lacara<:t h isti queapprochéeparta nt de l'absci SSt ll",pll$., e lt.l' abse i""" su iVllnte ll"j +l'
Ainsi les earae ~hi",j 'lues .oont au.....i approeh ées par des Icnetjcns linê air es par mo....eau x. ma is cet te
fois-cl sur des pas de t<:mps inversement prop ortionnels à la v ite~"e , t a dis ctê tl sat ion en temps est
d 'au talJt plusfill"que laviu SStd etrlUl sportdufi uidc est é levh ,
O n r e..pect e a lon 1.. co n _ r v ..t io n de u le long de. earaet,; ris t iq uee av ec 1.. ..ehé m "'l
.:lx = w" J. ~' (IV.43)
(rv .43bis)
On n 'e ffect ue p&ll d' interpolatio n en t re ca ract ér istiques
Les disecn tinuieês "ur lu nive..ux de deux car ar tér ist iq'''! res ten t. p ré ..ente s. Sur ~ un.. band e" en te mps d
e'pace dél imitée pa r l'approximat ion de deux carnct êrist.iques la ron tt io ll u est constan te , et il peut exis-
ter dU !lauw entre le nivea u de deux b..ndes contigues [Figure 20)
:::-"' r ",',K;-J f2
'.xJ.1/'l --- - - ""',,__._.::,.,.-- - -
lI"jt l
Kj +S/2 - --------"'---
Figure :!O
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R cm ll.r que 1 :
L l\ di s cr é t i" l\tÎon en tcmp s de ce sch ém a d é pe nd étroi l.c'm ellt de 1" vite" 5e exis t an t da lls
la cana lis a t io n. Donc pour deux can a ti.ation. s'e nchai nant , avee un éch angeur sit ué ent re eH deu x
canalisations, les vite~ y cireull'nt !IOllt d i ffé ten~ au même inst an t et don c ln discrétintion C il temps
sont d iffc rent M!. l'\OU 8 verron s plus en d l>tail au chap itre suivan t 'lueh genres de problb", ca cela peut
lt ..marque2:
S'il app ar ajt une var iation dans IClidonnée. du problè me (ro rnrne une var illt iondederna ndeàunc
.soua-ata.tion), le sché ma ne pr end pa>;en compte ins ta ntané ment cett e varia tion (c'est la mf rnc eh O'>e aVee
le sché ma d hentré et c'est le propre de nom breux ~c h é mas de disc r é tisaciou, lea pas d ' échant illonnages
ne comc ident paa tou joul'll "v ec lea dat es de va riat ions d"" donn ées e~ les erre urs rait es font pa.rtie dc
l'analYH de la pr écisi on du sché ma). Nous rai!lOns cependant cet te remarque, Cil,. elle aurl\ des
cOllsé quences quand noua H udierons l 'applica tion dece>le hê maà unesucceasion de can ali"alio ns
V .2 .2. 2 . R eto ur il l' équa tio n de d épar t Sur les ~mpéeatu.es evee eo d fi eien t d", p" rtes t he r_
m iqu l"1l
Ax _w" A t"
(IV.44)
(l'l.- l lbi ,)
V.2 ,3 , Deuxièm e défi nit io n d' u n seb ima sa ns d iffusion: sc hé ma p a r t ie ul.. i."
La. mot ivat ion de Ce deuxiè me eehéma est d'ob ten ir un schi ma po6ll,ldant one d is.cré ti sat ion en
tempe qui puis:;e ';tre com mune à plusieul'llcan a.litillt iona et qui ..u ive les discont inuit és pnuvl\nt exis ter .." r
la fonct ion u slUls tl"'ldéfor mer.
A ppuyons noua sur le prob l~me phyaique posé pour i1lust ... r l..a d iscont inuit és pouvan t exis ter dan,
le rhellU. Les d iscollt inuit és sur u peuvent être dun à une Ji scont inuit é Sur du donn éu du pr oUe"' e
(pa r exe mple il peut y avo ir des discontinuit és da" s les profila initiau x de te mpér atu res), Il une ,"aria tion
bruta le de demande li. un éch an v;eur qui ent ra îne Une variation bruta le de temp ér atur e II. la!lOrt ie de cet
écha ngeur donc ds ns la cana lisation reto ur et une va riatio n br ut ..leded éb itdanscet échangeur ), ou
enfin à une dieconr inuit.ê n r /aclJ..bedcc ommaJldee n te rnp éra tur eà 1a ch au/ferie pui!lqu 'on l'a ehoiaie
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V .2 .3 .1. P r incip<! du ..ch~m .. p .....ticula ire
O n ..o u h a ite l u iv r e c hac u ne d es di ..con til lu it l\" , qui ex iste .. t o u "e cr~ent dan .. 1>1; canalisa .
ti on, e t 'lui .... t r .. nspor te nt .. u co ur. du te rn i'''' dans la e.. .... lisa ti o n .
Pour ce la on lui associe . ne · p..rtie. le" défin it tom mt t tan l .nt porl;oll de jl ..ide dt lon,.n.
"arioble d<ln ~ ~ t 3 d~"I<lamtll I3 d<ln3 It Itm "3 d d<ln~ l'e ~,,<l r c , de n;lltall thumiqli e con8/4nl ~ " r la "a.li.
n it mais "... id/e i <ln, le" d t l"<lccm enl . d.... le Icmp. cl {'u pau . sa .." co.. t i..uit~ the rmiqu e aVec la pa r·
t icu le la p récédent ou la pa rt icu le lu i "ucc~dan l.
Ini t ililiAlit io n: A la d ate in it iale, on app roxime l' ét a l thermique d e la canal isat ion e n lui donn a nt
une représ enta t io n sous lorme d 'un nombre a rbit rai re de po rt ions d e nuid e se sut céd ant pou r remplir
to talernentlacana lisati on, chac une é tant li. une tcm pé ra tu rr don née et aya nt une longueu r don néc ,
P (){Jr u n profil un i/orm e. <,eUe a.pp roxim a tion peut êtl'e une "u<'<'eS!:lion de port ion" de fluide d..
lo ngu<'ur l iden tiqu... Ax , ch ee une 11la te mpér at ure moyen ne du fluide su r l a longueur . O ll a alon
une repr ésent ation d u profil de d épart iden ti que li. celte ut ilis ée po ur le se hê ma d écent r é o u le pr em-
icr sch é ma san s difl usion num~riqu e ,
P ou r Un prof il non un ifor me. o n peut placer le d éb ut d 'un e por t ion de fluide (dan s le sen s éco ulement
d u fluide) Il chaque discon t inui té du profil et au gmen ter le no mb.... de par t icules au x endro its o ù 1('
pro fil va rie bea ucoup , po ur en avoi t Une représ entat ion plu~ fine
O n choisit d e rair e en t r.... une no u v e lle pa r t icul e io.la cha u ffe..ie io.la ca d ..nce ..ég u li" r e d 'u n
pa s d 'ho r log e .â t~. C .... particule" e n t ra nte. re pr .,sente n t la co m mande o u le niveau the r_
m iq u e io. la so r t ie de la c ha uffe r ie . Le e J ILtes t b /K}n t d"" d at .,., d ' é ehan t illo nna"'....
p a ..t.lculle r.... d e ce "e h e m a.
O n choisit de ret enir d 'autrCll datell d'èche nêlllcc n .. ges not~e. ta , co rreapon d ant il c h a qu e
d ate t o Ù Une d Îlleontinuit~ "u .. u ne te m pé ..a tu ..e (re p ré sent.,e par une p .... tic u le ex ia t a nte)
p rovoque une a u t re d iscontinu ité dans la canalisa tion , . o i t s u r u ne tempé ratu ..e (o n c r ée
..10"" u n .. no u ve lle particu le rep"~ lIIell t.an t cet t e d iscon ti nuité ) , BOit s u r le d é b it .
lII us t r o n" ce g ('Ilr e d e p h énc m e ne r
Dans l 'é tud e d'u ne seule ca nahs auo n , on ne p('ut P "-~ donner bea uco up d 'exempl"" po ur illus t rer le choix
de c"" d at es t" 1" vari ét é sera plus grande da ns le cas d 'u n résea u comp let . Pourtant on pe uL déjà dire
qu' ulle particu le lIit eignant l'extr émi t é de la ca nalisat io" provo,!" " d' une part un ch an gemen t d u dé bit .
d 'a ,>!..., par t pui .qu'elte entre d a ns l' é ch an geur, eUe provoque un c h/lnge me nt de te mp éra t ure à la so r tie
de l 'éc ha ngeur, on crée un e nouv elle pa rt icu le so rtn nt e représe nta nt le nOUvea u nivea u the rmique à la
sor t ie d e l' éc ba nge ur (calcu lé à pa rt ir d e la rela t ionil. l' é cha ngeur ll A)
Remar quo ns qu 'avec ce cboix ~adap tal i f" d.... d,,1.<11 t Oavec le~ h"t llemenls qui ar rh "ent dan s le r é....au. on
prend eu co mp te i ns t an tan~ me ll t les va r iat ion.. ~u r les tcmp ératute!l ou les débils. C eci n 'Hait pas le cas
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ni dans le sch l'ma d ëcenr r ë, ni dans le p~rnier sché ma "sens diffusion" où il falla it att endr e le pas de
te mpe suivant p<)ur prendr~ en «>mpte cesvari&Liolls.
Le sc hé ma p ar ti cul air e coruoi"te eeee n t je ue m en t à suiv re l' é vo lu t io n de chaque p ar t icul e j
dan s 1... ca n a lis a t ion , c' pst à dire sa. positioll Xi· et :IOll n iveau ut
• La PQû !io n d'un~ pur /ic .l~ dUM /.. ed na liu/" ," e8/ d~ nn ~ e p ~r l4 poûlion du d~h l de la parti cule.
J:::n ~re deux da~u tO et tU ' une pa rticule se t1. place avec la viteS$e w· le long de sa c&racthi" ~Î qu e, et $On
nivea u Uj " es t const ant
(rv .45)
(rV .46)
V.2.3.2. n "lour à l 'é qua tio n d" dépar t B U t 1"" toe.n p ér a l u res av~ coefficien t de pe r tes t he.._
n ' iquell
(rv .45]
(rv ,47)
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CIIAP IT It E V
S IMU LAT IO N DU COM PORTEM ENT Il YNAlvJl Q UE
DU R ESEA U
Dan s ce chapit re, mai n t.<' n an ~ que nOU5 aYons donn é la descript ion de la ma ni" .... don t nous avons
rli. n ét ise l'é qua tion de tran . po rt qui r fg il h. propagatÎon des temp h at ures dans une canalisa t ion, nous
alio ns ,·oir eommenl ll'encha inenl les eal euls des temp ératu res et des aul""" variab lea d ' unecanali5llt ion li
une autre el raire quelques remarquee sur lea diecr étis ations que nous aVOlls vues au chapitr e IV .
No ull d éc r ivons do nc dana ce ch " pit re la métho de d e lIin lll la ti o n du co m po rt .. ment
dyn a m iq ue d' un r ....ea u a rborelleent, pour pl Wlleuu tYl'e 8 d 'a pproxim ati on numériqu e d _
é qu ation .. dy na m iques .
D fs ormais noua faisons interv en ir trois ind ices pour repé re r les va riablee dan. le réau ,u.
N_est Je nomb. ede noeuds prhcnts da na le réSt"au
IndÎcc sur ies noeuds k =O,.. .:-.J .",
Indiee sur les abaisses daM une canalisa t ion k· i .- 0 , ..~'11
Indice sur les dat es: j = 0, .,N(Oll N, )
No us rap pelons l' ic ritu re dea principa les relati ons entre variables du réseau, en ut i liaanl lcs nota -
tions disc re res , el les releriona de récurr ence SUr les indices en t em pe (j) et en espace (i et k) qui
appara issen t ct on cn diduit lalogiqued'orllan iaat ion dcs cak ul•.
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1. Se h èma a u x dj ffé r e nc es fin ie"
Pour ce sché ma aucu ne d iffieul l é nouvelle n 'apparail quan d on eoeheln e l'iu t égrati on d"",
~mp ér"tur..,s d 'unecanalisation à l"8uivan te.
K01l9 rappelons l'e nsembl e d..s relatio ns discrètes vê rifi èee à travers le 1e réseau . :-Ious d<'crivons
1'0rs anisd ion du calculs, qui Se déroulent com me le ph é nom),ne physi' iue rnodUi sé (selon lcs temp~
croiSo_au ls, et en ~ pro page ant en espace dan~ le sena de l' écoulemenl du n"ide) .
r.1. C ho ix d 'une d iscr H iaa t io n
• On <:hoisit un.. d isc rétis atio n en ~mp6 co , n m u n" • to u te s Ica <:an a lieation. , d e pll..lil ~ t
On re mplae.. chaque fondion f(t) du temps par une suite de N+ l variabl es d isc' '' t es l'(j) cc rrespon-
dant au x vareurs de la ronction aux d&tes t j:
1.0 ""' O, t l =ll.t,...,tJ = j .:lt ,.. .,tN .... N~t
• On choisit u ne d ia('rét i".tion " n eep e ee ll. Xk co ns tante pour cha que "'lI.n a lisat io n k (non
nécessa ireme nt la même sur chaque canal isat ion, mais plu \.Ôtadaptée il 5a longueur Lk ) . telle que le prem_
ierpas d' upace soi t à J'absci88e du déb ut de la cansJisation et le dernier pas d' espace b I'abs ciss.. de la fin
delllc ana1inlion.
On rem place chaque rond ion f(x) en espace par un.. suite de M, variable,s diacrh .." l'(i) correspou-
da llt aux va leul'l'd e la roncl ion au xll.b....lsses x.:
Pour les temp érat uru T.(x,t), fOQction du te mps el de l'espac e on ln remplac e par une suite de
(l\ +J)X \1 k variab les discrèt es T .( i,j) corr espondan t aux valeurs de la rUll c ~ion approch ée aux abs cisses
Cette discré tisalio ncn I .. mps el espace est choisie de manihe ll. vé rifin la condition de Ilta bjJit é du
'lCh êma. d écent ré.
1.:t, Vé r ifi catioll ll d es équatio ns a.trave rs le e èeeau
• E qua t iun.. in ..tll.n tané....
C<>mme les da.tes d 'é chll.llt illon nasn en te mps sont identiques pour tou tes les vlI.ri"bl..,. du rése au, il
n'y a pas de difficult é à h rire jes relations ill, tant au "'... aur J'ensemb le du réseau . On relrouve les
éllua tion llll.tat iques doonécs ll.ux chapitres Il et lII exp rimén ll.chaq uedll.te t j .
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R ésu m é des r e la t lo lUl iruot antan ées !"t'lia nt de.. varia b l_ de deu x noe ud .. con~é"ut ir" k e t
k + l o U un no eud p êr e k e t ..... n oe u ds fi la Ôc t 0
9,"(j) _ 8{( j)Q,(j) -t-8k'ms..(j)
rs.uï + Q.m)
• Equation s dyn s mi qu .... a pp ro " h é....
(V,48 )
(VAIl)
(V.SO)
(V .51/
Les é qu a tion- de trltro~port "" nt a pprochées da ns chaque ca na lioMion pa r le schéma d écentr é . Oro
1* 1It passe r s implem ent des caku18 du temp ér atur es d 'un e ca na lisat ion " la suiv &llte , sa ns (air e
d' jllt ..rpola tion . pu isqu'o n a choisi de" pas d e diser h isa t ion ..n espace tels que le dern iH p.... de
disc ré t isa t ion en espac e d' une can " lisat ion k soi t l'ab scisse L, de l 'extré mit é d u ca na l, ,,' ''''t à dire de
l'e n tr èe d e I'è cbangeu r k et au ss i la premi è re ebscisse d u eauulavalk -eI et que d'au tr e par t les d a tes t,
sont co mm unes à. toutes les ca nalisatiO Il"
r.u.n _ FA,I(1',(i,j_l ) 1',(i- I ,j- l} , s,,(j-l )) k =O,...,N.oo i - 1, "Mt j= l , ..,~ (V ,52)
• C,l 1'l:(i,O) _ TO,(i) k -O,...,N... i _ 0, .,M. j _ O (V.53 )
• C.L. T ,(O,j) - Tt_I(Mt _I,j) k =I ,...,N_ i -O j = I•...,i" (V.5 1)
- 09,'1j)
• C.L. Tol°J) - UIO) ' _0 i _O j = I .... ,N (V.55)
= 09o'1îl
FAoI(1',( i,j- I),T,{i- I,î- I),s"O- I )) = ( l-X, d q [Il ' ::, o. S,O- I)) Tk( i,j - I)
( ~, . Il . . l+ " , S, (J- l T ,( I- l .J- I ) + 090 J
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R èeumê de .. rel llti on .. pe r me ttan t le e al ~u l d e.. t empé ra tures re to ur .. la d a t e t,:
T,{i ,j) - FRkl('ï\ (i ,j - l ) 'i\ ( i- l ,j-l) , ~(j-I )) k _O, .,N•.,. i -I ,. ,M, j - t ,. ,N
• C.I. 'i'.( i ,O) = TO.(i) k -O,. ,N.". i = O, .,M. j = 0
• CL T.(O,j ) 'i'k+l(Mh hil 5. ..\0) + O:u (j) QH,(j) k - O, .,N_ i = O j - I , .,N~ - - S"' IOl + Q. ulil - -
- " ~ l ·m
(v .r,$)
~, . - ]+ (... .1 x. S, lJ- l))T.{i- l j - l) + 1.10
r.a. D r-g a n iea t .ion d u c a k u l d es variabl~
L.,a calcu ls se m ènent P'" de t emp . apr è.. p ... .le wm'.... Pour dll l.que dat e t j, les vite sees (ou
déb its ) servant dan s les eelculs de la propagalion des tenop h ..tu res son t les v ites.~e5 (ou d éb its)
calcul é. au P"'" t j _1 (..ehê mll. explicite ~n te mpa)
Ala d..te initial e ln te rnpêrat urell sent donn ées par (V .$3) et (V .$7), les ù ébits corr espondants sont
calculé s
L es ca le" l. .. ch aque date t j ..., p r opage n t dalUl l'es p ac:e d.na le _ns r <é el de Ill.pr o .... p;a ti on
d u ft ui d .,. \
lb se propag ent donc de la pre mièr e clkna lisa tion ,,11er partant de ln cha ufferie vers la deeuië re canah-
sa tion a lllUlt H l"5une feuille puis dans lesens inversesurlescan&Iilf.&tion reto ur.
P our cha que " . n ...lis ...t io n aU.,r k , on ca lcule les t.empérliotures pa r (V.$4-$5) puis (V.52) et le
calc ul au dernier pM d'esplU'e donne la valeur de la tempér a t ure à l'ext r érnîté de la can alisa-
tion , qui ~orre"pond Jo.la température &u pr em ier pa;; d' ""pace "ur la cana.ii""t ion en aval kof1
mai . au~i à la te mp èeature à l'en tré e de l' é" h&nlleurk + l s' i l y a une sou.... tation en k t "
O n cal cule le débit dans cet êc hange ur (V...Iil), la tcmpér"tur e a la sort ie <le cet ée ha ngeur
(V.49).
O n continue les ~. le u ls des temp ératures a ller sur la canal isatio n aval k+ l , une nou velle
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<:ondition aux lim il~V_,IH ), e' ... t " d i,... Ill. t"m pi ta t u"" " Ill. p....mih .. lIb~ci ~~e de la can alisation
k+ l vie nt d'être ealculèe.
P our <:h ..qu" <:A n ..IÎII.. tlo n ....t o ur k , on cak llie 1". t"mp h at llr..~ pllr (V_" R) et (V.&6) ..t . n
mi m" tem ps 011remet Il jour 1.., déb it.'! ell nau~ da"s 1.. réllea " (V.,50)
Pour ehaque cllna liaat ion retou r k, le calc ul 11.11 dernier pa..~ d 'cspare donne la va leur de la
t empér at ure Il la fin de la ca nalisat ion, P ar un bilan thermique de m êl1Ul8e de ceu..
tcm pét at ur.. avec l a ~mpérat u re ll. la llOrti., Jcl'éehllngeur k (V.58),on obt ient la te mpérll.ture
au dé part de 1/1can ll.l;...at ion "" II.11l0n ~ k- I, 'lui .,lIt une nouvell., conditio n A'IX limites.
Le ea tcu l de.. d iffhen<:e l d e p rc Mia n peut ee faire ensuite aprh le caleu l de. aut re. vari-
ables.
l ' <:11.9: S im ulatio n .
La courbe des diflê renees de pressioo Il la cha ufferie .::> Pottl n'ut pas dollnée
A chaq ue da te ti , 011 cak ul.. Iea diffé r"neu de l'r ,,,,. ioll ~Pk(j ) Il trav"re le rh eau en plusi"ul"l\ évepee,
on reprend lam éthodede ca ku l "l<pO!iée dan s le cMde l'é t ud,, du régim.. " tat iqu....uchapitre Ill .
On initialise les difl érences d.. pr ""aioll ~Pk(j) aIDl r"ui ll"s afin d 'y a."' urer la d iffér ,," ce <le pre~inll
minimale pour faire d rculer les débi ts calculé s QkOl
(V_59)
on pro page un calcul d"adiffé ....ncn de pre..ion '::>Pll(j ) d&n.sle ....ns "reuilles ven chll.ufl"eri,," ellcomp-
t abilisan t les pertes d" charge singuli èr e. da ll. l... ~("hanl!:'U I'll. (11_6) et Iinii'luudAIIS ln eanali. a tions
(1lI. 19).
(V.60 )
O n ret ient dana une variable lI.uxilliai r" p~ le niveau dont il ra lll re monte r III.différe nce d.. pr es.'lion à
cert ains échange urs où la <:ontrai nte in égal il é (11_7) n'''. t p"" sat illb. Îtr.
O n obti ent à la cha ufferie le <:alcul d" âpolj) qui, additionné du niveau J'oCH, donne 1., niv..au A Pml. (j)
en chaufferie propre las.&tisfaire leacontrllintes aux échan geurs
POlir ob t..nir la vérilabl<: ta rt e " "" d ifl"érenc"" de preseice admi u ibl ... da ns 1<: réseau, il suffit d..
r"prendre toutes lesdifl"énnc". de pression calculé,,"e~ les remonL"r de la quan tité l' oOl
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2 0 cas: Opt.imiaet.lon,
La courbe des différences de pression à la chaufferie ::l.pu(t) est donnée comme commande.
A chaque date t j , on propage les différences de pression de la chaufferie vers les noeuds feuilles en
comptabilisant les pertes de charges le long du réseau sclonlardation (V.60) inversée.
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II. Premier schéma sans diffusion
Pour ce schéma, nous allons voir qu'il apparait des difficultés pour vérifier les relations instantanées
'lui existent entre des variables de canalisations différentes, les discrétisations en temps étant propres à
chacune d'clles.
Après avoir souligné ces difficultés nous donnons uue organisation des calculs qui en tienne compte
et qui maintenant ne se déroule plus selon le schéma immuable ren contré ci-dessus.
II.1. Choix d'une discrétisation
• On choisit une discrétisation en espace LJ.Xk constante pour chaque canalisation k, qui peut.
être identique à celle choisie pour le schéma décentré.
• Les discrétisations t.emporellee sont différentes pour chaque canalisation k.
Elles sont construites simultanément avec le calcul des variables températures et débits au lieu
d'êtrc préétablies comme dans le cas du premier schéma.
II.2. Vérification des équations à travers le réseau et construction des grilles tem-
porelles
Il.2.1. Notations
Donnons quelques notations qu'on utilise au cours du calcul des variables
t/ :jième date calculée de lagrillek associée àlacanalisation k. j = 1, ..,jk*+1
tl.t/: jièmcpas de temps calculé de lagrillek associée à lacanalisationk j 1,.. ,jk*
II.2.2. Remar-ques sur les relations statiques et dynamiques
Happelons encore une fois quelques relations statiques ou dynamiques et faisons quelques remarques
La température aller à la première abscisse de la canalisation k à la date t/ se déduit de la
température à la dernière abscisse de la canalisation k-l à une date trI et une condition de
causalité temporelle doit être respectée dans ce calcul.
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Le débit dans la canalisation k à la date tt se déduit des débits dans l'échangeur et la canalisa-
tion aval k-i-L à une date tj~+l et une condition de causalité temporelle doit être respectée
dans ce calcul.
* La relation (2) est une relation dynamique qui relie des variables d'un même noeud à des dates
* Les relations (1), (3), (4), (5) sont des relations instantanées
* Les relations (1), (5) reliant les variables de deux noeuds contigus ne sont pas vérifiées
véritablement instantanément car les dates tt et t/-I d'une part et tt et tj~+l d'aut.re part sont
légèrement différentes. Le schéma numérique introduit un effet dynamique qui n'existe
pas dans la réalité.
La date tj~1 est la dernière date connue de la grille k associée à la canalisation k et la date 1./ est la
dernière date à laquelle on a calculé le débit dans la canalisation k, si on connaissait le débit à la date
lj".l, on connaîtrait le pas Âtj~1 et donc la date tj~2 (cf. la relation (6)) et tj~1 ne serait plus la dernière
date connue.
II.2.3. Expression des conditions de causalité temporelle à respecter au cours des calculs
• Calcul de la température Ok'(t)
Il faut connaître la température à la dernière abscisse de la canalisation amont k-I au moins jusqu'à
ladatet.
Soit 1/-1 la dernière date pour laquelle on connaît les températuresallerpourlacanalisationk-l.
* Soit on ne connaît pas le débit dans le canal k-l à la date 1./-1 ( ~ > 1./-1 = tj;;1 ).
La condition de caus alite est: (7) t:S ttl <=> (,:S (,j;-11
* Soit on cannait le débit dans le canal k-l à la date tt-I (=> tt l -j- Âljk-I:s tj~'~I)' dans cc cas
on suppose que les températures associées à la canalisation k-I ont été calculées en t jk - I et elles
sont constantes (prises à leur valeur en 1./-1) sur l'intervalle [1./-1, t/-1j-Ât/-1 [.
La condition de causolite est: (7) 1. < tt l + Âttl
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• calcul du débit S.(t)
Il faut connaître le débit aval S'+I et le débit Qk+1 dans l'échangeur k-l-I au moins jusqu'à la date t.
Soit la dernière date à laquelle on connaît les débits dans le canal k-l-I : t/+1=tj;+1
La condition de causalité est: (8) t < titi + ~t'j;+1 = tj;:~
Nous proposons de décrire un algorithme qui organise le calcul des variables dans le
réseau en tenant compte de ces conditions de causalité temporelle à respecter.
Notons que ce problème est nouveau, propre à ce schéma qui ne construit pas de grilles temporelles
identiques sur tout le réseau
II,2,4. Remarque sur le calcul des températures retour et des différences de pressions
Les seules variables qui interviennent dans la construction des grilles temporelles et qui sont fondamen-
tales dans la propagation des calculs d'un noeud k au noeud amont k-l ou aval k-l-l sont les
températures dans les canalisations aller et les débits.
Les températures retour peuvent étre calculées de manière indépendante, après que le calcul des
températures aller, des débits, des dates t/ ait été effectué. Elles peuvent aussi se calculer en même
temps que les débits canaux; en effet dans le calcul de la température retouràlapremière abscisse de la
canalisation retour, une condition de causalité temporelle, identique à celles existant sur le débit canal,
apparaît:
Les différences de pressions peuvent de même être calculées de manière indépendante après le calcul
des températures aller, des débits, des dates t/ . En optimisation, elles peuvent aussi se calculer en même
temps que les températures aller; elles ont été initialisées en chaufferie et elles se propagent dans le
réseau de la chaufferie vers les "feuilles"; dans ce calcul la condition de causalité temporelle est identique
à celle qui existe dans le calcul de 11{0).
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11.2.5. Description d'un algorithme de calcul des variables d'état, températures et débits
.. Phase d'initialisation: K=O
La première date de chaque grille est identique, initialée à ('ok = 0, V k = 0,. ,N uoe '
Les Hals températures sont des données du problème pour cette première date commune, et les
débits en sont déduits. La connaissance des débits dans chacune des canalisations permet le calcul des
premiers pas de chaque grille: 1lt o\ Vk = O,Nnoe et le calcul de la dernière date calculée de chaque grille
devient t'' -=tok + 1lt~
PourK=O,pourlesnouvellesdatestt(tj;+lavecjk'=O),onneconnaît encore aucun état.
.. Premier pas d'algorithme: K=l
On recherche le noeud k tel que t 1k = Min(ti) , i - 0, .,N.",.
A la date t 1k le calcul de Ok"(l)est possible, en effet la condition (i) (llk < t[k-l = tj~'~[) est vérifiée
varia définition de tr
De plus tok-1 < t1k < trI donc Ok"(1) = l'k_l(M k_1>O), autrerueut dit Ok"(h'+I)=l'k-l(Mk_1>h'_l)'
Aladatet lk le calcul de Sk(l) est possible, en effet la condition (8) (t[k < t1k+l =tj;:ll+l) est vérifiée
par la d éflnition dc tj'
De plu" lok+l < t 1k < t1k+l, donc Sk(1) = Qk+l(O) + Skll(O), autrement dit
Sk(h' + 1) = Qw(h'+l) + Sk+l(jk'+l)'
On calcule les états complets en t[k pourlenoeudk.
On calcule le nouveau pas zàt"
On calcule la nouvelle date 1lt 2k = 1ltj~'+1
Ollremetàjour j; pour le noeud k:h' =j;+l.
Comme en K = 0, pour les nouvelles dates tj;+I' on ne connait encore aucun état.
.. K lerne pas d'algorithme: K C.....)
K = K(O) + K (1) + ...+ K(k) + ... + K(N noe)
avec h(k) = j,', qui définit la date tj~'+l' dernière date connue sur la grille k.
Onrecherchclenoeudktelquetj;+I=Min(tj:'+l),i=- O,... ,\'noe.
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- A la date \{+l' le calcul de 0k'(ik'+I) est possible, en effet la condition (7) (tj~+l < tj;~~+I) est
vériliée parla définition de ti;+l
De plus t/-1 < tj~+1 (sinon le calcul des états en \;, 1 se serait fait avant le calcul des états en t j;=:
par la règle de recherche de la date t j;+1 toujours minimum), donc Ok'(jk'+I) = Tk-l(Mk_l>h~l)'
- A la date ti;+l' le calcul de Sk(jrH) est possible, en effet la condition (8) (tj;+l <tj;:11+1) est
vérifiée par la définition deti{+I'
De plus \~~: < t j;+1 (pour la même raison que t i;=: < tj{+l)' donc
Sk(jk'+I) = Sk+l(h'+d + Qk+l(h'+I)'
On calcule les étatscompletsentj{+l pour le noeud k.
- On calcule le nouveau pas tLi;+l'
- On remet à jour h' pour le noeud k: jk' = jk'+l.
Comme en K=O, pour les nouvelles dates \:+1' on ne connaît encore aucun état.
- Si tj~'~'l > Tf: on arrête l'algorithme.
Si tj{+l :'S'Ir: on continue, on incrémente K (K = K + 1), on repart en (***).
Remarque 1:
Avec ce choix d'organisation de calculs des variables pour le noeud k à la date t j;+! avec
\'H= Min(ti:'+l)' i = O,oo.,Nnoe on voit que les deux conditions de causalité (7) et (8) sont vérifiées en
même temps, donc on peut calculer Ok'(h'+I) puis Sk(h'j J) ou l'inverse.
Remarque 2:
En optimisation, on calcule les différences de pression qu'on propage de la chaufferie vers les feuilles,
au cours de ce même algorithme.
II.2.6. Calcul des différences de pression en simulation
On effectue leur calcul en trois étapes, après le calcul des températures et débits Ce calcul ressemble
au calcul des différences de pression pourleschémadécentré,oulecalculenrégimestatique.
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On init ia lise lee di ffére nces de pression IlUX "feuilles" ave c le niveau mini "'U"l pour y assu rcr les d ébit.>
eale ulêa dana les êehengeuee fvan ne grande ouverte: j. P. _,R, .Q,2)
O n propage un caleul des diffé rence. de prellSion d.., noeuds "f euillu " vera le noeud chaufferie , pour
o bt enir les nivea u" mini mu m utilps en cha ufferie pour que les contrlliMts en pre""ion aux échangeurs
puissent ét.... sa tisrait.", (d.lepaMllge coosae ré à. Ce caleul dan s le cas du schéma d écent ré ).
Dan a le cu du pr emier sché ma, nou s n 'avons pM de problème de causa lit é temporelle à ....specter
dans l es c a lc uls ,lcsprop~ation" d es d i fférenc esde press ion d 'u nnoeud à. l' au tre se font w ujollrs par
du rel..tio 1\., st atiques à la méme dat.e tj
Dan " le CM du deuxièm e schéma , il faut tenir compte <lu rai t 'lue d" n" la rh lit é , les d ifférences de
pression ae dédui:sent dans le rheau de la d ilfér ence de pressiunen ehauJTerie.
Pour calc ulee la différence de preseien en un noeu d k-et , la conna i....a" t en son noe ud p....e k , on
comptllbil~ les pertes liné iques et singulièr es dan s le ca nal k, on obt ient 13 re la tion st at i'lue main-
ten ant bie n connue:
qui devien t en d isu ét ·
O n r«hercbe l 'intervalle [tjk , tl~ 1 1 sur la grille tempor elle k où ait.uer b. da te t iH I sur la gri lle telll-
porelle k+ t pour laq uelle j.Pk .l (i) se déduit de j. P. (j)
O n calcu le j.P. (j) par ( t 3) inveraée.
On retient dans lJne var iable a lJ"iIlai"" l' . le nivea u dont il f..u.tremon ter la différence de pre""ion au
noeud k, si elle ne s llffit pM à Sllt i~fai re la contrain te à l' échan!,:eur k:
'lui devient en d iscret :
O n obt ient à la su ite de ces calculs les d iffén-nces de pr"""ioll minimum ut il..,. en chautferie pour
p(lllvo ir sll.t i"fai.... les conu ai ntes ~ n p~ion aux éch ll.n g~ur.l en ... l..va nt les niveaux j. p,,(j) des ni v ~au x
Pour obte nir la véritabl ~ carte d.." dlfî êrenees de pr"5siun "d lni... ibJell.dans le réseau , on rep rend le.
ditl êren ces de pre ion calcu lé ,." et on les remont e de la qlllllltité J' aOl en tenant comp te des
difîêrence...d 'ind ices ur les grill"•.
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P ar t ic u la r it é s du d eu x iem e s c h éma
Pou r ce dcuxi~ me scM llla, co mme il n 'y a pas co incidence ent r" le" gr illes d" d i "c rhi~ a.tion te m-
porell e .le" <!ilTh enu trcn eone, on yient d e voir que cela introd u it quelq u"," difficu lt és d a ns le. cn.kul. ou
des phinom }ones numhiquell part icul iers NOlis al lons év oquer quelqu"," as pe r t!! d" cell phénom cne s
nu mi riqu" •.
n .3 ,1. Tra nsr orma t.lo ns det! re la t io ns s t a t îq u .... e",is tan t il. trav e n le r é lle a u
Nou s eevcns que 1.. équati on. (1) vé ..illé es par 1<% tem péra ture s a ller au d~ pa rt d' un canal et lM
~quation. (4) vé ri6é u pa r 1.. débil.5sont des re la t ions 8t a t iq u .... , c' e st à d ir e qu 'e lles so n t. d s ns
la r éslit é vér ifi ée . à to ut in stant ft tra ve r s to u t le r i "" a u .
09.."(t) = T. _1(M. _1,t) \'t, \'\
S,( t ) - Sk+l(t) + Q... l(t ) Vt,\'k
Avec le sc hé ma. parti cu lai..e, elle" se nt. v éri fiées à chaque d a te oJ' éc h ..n t lllon na ge t;!; d ' u ne g r ill..
k , où On dfM t ue un ca lcul de 09,' (j ) cu Q,(j), e n t r e le noe ud k ..t le nc...ud .. m o n t k-I qui interv ien-
nent dan s la. rela t ion (1), ou ent re le noeud k et Ic lloe ud ava l k+ 1 qui intervie nnen t dan s la relat ion
(4):
e..rn = Te,1(M. _l>i')
S.m Sk+I(j") +QH1W)
t ;f"1 :S tJ' < tJ -1 + a t t l
tJ~ + 1 :S tJ" < lJ~'1 + at;!,- I
Q ue se p a SGe- t-i l en t re "es d a tes d ' é chsntill on n a g ea!
su r lt t l,t;'[ , la rela t io n 1 n 'est pM encor e vé rifii e , elle Ile l'e.t '1U' à. plU't ir d e la dMe tt
sur [t;~ + I, t;"l, la rela t ion 4 n 'est pM encore vér ifiée , elle ne l'est qu 'à pa r t ir d" !a da te t/
On vo it a p p a r a î t re u n e d y n&miq ue te mpore lle 0.1 .. .. .. la r é .. li..a ti on de e.... r "l .. t io ns .
L.... relations , dont les eale uts se prop agr nt d a ns l' e' l' &<: e d e la cha uffu ie veee 1es noeuds feuilles Ill'
se vé rifi"nt l'l us staliqu emen ~ meis evee un reta rd croissan t dana le se n" dl' la pro paga tÎoo (il en es t dl'
mê me po ur IN; ,..,tat ions dont I"s calcul" ee p ropage nt dall~ l'upace des noeu ds reuilles ve rs la c ha uffer ie.)
Il n 'est m êm e p lu . to ujou n poM iLIe de t ro u ve r u ne date t, ct u ne au it e d e d é bi ts S..(t ) et
Q.( l ) qui vé ri fient (4) po u r to .... Iea noe u d. d u r é _ .. u .
P r e no ns l ',,,,,e m pl e d e t ro i.. n oe u d e co n eéc u t its k_l , k , k +l .
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La relat ion sta tiqu e ( ~) donne :
S, _dt) S,( t) + Q. (t) ceci 'ri t
- SH I{t) + Q. +l(t) ~ QiI(t)
Avec le sché ma partieulaire :
Sil_dB = S,O') + Q,O' )
S,(j' ) - S,+ IW ) + Qilt l(j")
Sur l'exe mp le suivan t:
t; :::; tt l < t) + At;
tr 1 :::; tl < t, ~ +l + d l;'
--+---,,~------+- noeud k-I
;' : tJ"-1 tjk.-i
. ,
/ ,
-+-/---i-:-+I- - - noeud k
'f
/
/
--f~_--+--L_--+-_ "~"d ' " 1
Fi gure :!1
Sil_lm - S, O' ) + Ql (j' )
- Sil+lW) + Qktl(j" ) + Q,(j ' )
Mais:
S' _I(tt l ) = S. (tt l) + Q. ltt')
~ S' tI( t;' -I) + Qk-<-l(t/- l) + Qk(t j' - l)
IIh ...t r onll l 'elfet d .. dynllmiqu.. t ..mporelle introduite par le lIehé m ll p.. r ti cu lll; r e ..u r .. n r
ligure Il;Ulp liflée du r éseau .
No us sché ma tisons un tronçon pee un tuyau réd uit ,quî ne ton tiendrll.it qu'un pas en espece: 1..5 P""
en temps SOM cons trllit3 de telle 'l<lrt-e qu'u ne ca.ract é risti'lue rcli" " ll pas eo espaee i à une dal e j llu pM
suivant i + l à la date j + l;sur oo tre scbématisation, une ca ract érist iqlle rel ie donc l 'origine de la ean alisa-
tion àune date j 11l' extr é mité de cetw cana lisation à. la dat e j+L
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Regerdons Ia F igure 22 à la page suiva nte et faiSOM qu..lq,.es remarques:
Ca1<:ul d u d ébi t : d&n~ la c&JIali.,. li on 1 à la date t*' le dé bi t u t const ruit à l'aide du déb it dan~ la
canalisa tion 2 à la date tl , du débit dam; la cana!i&ation 3 il la dete t6S, du débit dan s la callalisation
4 à la date t.~ . ail remarque que les inte rvalles [4 ' ,t8' -1-ll t,' [ et [t~' ,t" + ll tot[ n 'on t aucun e date com-
mun e, ain s i On ne peut pM t rouver de dat e t • It8" ts' + ll t.I[, td le que S~ (t) - SH ,( t) + QHI(t)
Vkt {I,2 ,3.t ) .
C ..I"'ul d .... t empér ..turu dam . I..a ea na lÎl&ationa a lle r: la te mpér ll.1ure &u bou t de la ca nalis&tion 1
entst, ! e dédu it de la te mpérature au dépu t de la call i\li, &tion1 à la date t,l. S 'il n 'y avai t pas l'e ffd
de retard introd uit par le lKhé ma, ceUe temp éra ture ee déd uira it de [" temp h at ure à la dat e t61 (bien
sùr moyennant l'approKim&tion raiu aur l'ind inaison des carac t é ristiqu"'l dan s le ré ....au pa r le
sch éma part icul aire.J
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condui te 1
co ndui te 2
con du ite 3
conduitp 4
suivi du ca l cu l du c ëoa t SI (d l (de t ~ à d)
suivi du calcul de t empér atu r e T, (M • • t~ ) (de tt à t~)
ca lcul de températures uur- 2 i.nt.e r-va Ll es s ucc essi f s pou r l a condui te 2
calcul de débi ts su r 2 intervalles auccc s i f s pou r l a condu i te 3
Fiqure 22
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Il .3.2 . E ffet .. de p as de t eDlp" de tailles r - és di ffà ente5 da ns 1... g r ill.... u Dlpo re ll.... de d ",n.
no ..ud .. co n t igus
Rep r~ lI on s l'e xemp le de la Figure 22 .
La temp hatur e "-u dé part de la cana lisati on 2 aux dat ..,. t ,2 et ~2 se d éd ui ~ respecti~ ement de la
te mpér a ture à Ie fin de Ia canelisa tio n J aux o.I at esll l et laI. Lutemp h atllt es d&.ns la can alîs&t ion 1 ll.1&
da te t} n'int ervienne nt dans au cun calcu l de te mpérature pour la cana lisatio n 2, donc pour aUCun des
cananal isa tions suivants non pl"". De me me les d ébite dan s la eanah sat ion 3 aUX datCll loa d ~3 Se cele u-
lent à parti r d"", déb il.$ dan s la canalis ation 4 e ~ l' éch angeur 4 auX da~es tst et t"t. Lu d ébit. 10la da te
~. pour le noeu d 4 ne serven t pas au caku l d'au tres débibd"ns le réaell.U
Ainsi on voit qu 'il est pr éî êra ble d 'avoir des pas de t emp" Mnsibleme nt de mén.e ~aille pour touk s
les canal isa t ions, pour qu' il n 'y ail pas trop de pert e d 'informat ion eH pa&ant d 'une canlUiaat ion li. l ' a u ~ te ,
ou des eal culs répét és avec des infor mat ions to ujoura identiq ues. In u til e don" de ..a ffin" r la
d is" ..éti sa tl on d a ns u ne "a nll.li..ation k ..1 po u r la ean .. lI..a t; on ..v .. l k +l ou am on t kMl, on g ar de
du p u t r o p la r 8"8.
On ne maît rise pas parfait ement la taille des pas de t emps puisqu' ils sont constru ilA par le pro-
gramm e; cependant selon l'ord re de g.a ndeur dcsdéh its N leur h ..r t d 'un canal à l 'au tre, on peut choisir
de~ pas en espace plll ' 011moins fins qui forcent les pM rn temp~ à ~t re pi us ou lIloins la rges.
n .3.3. Evalu.. t ion de 1.. de m ande totale in st ..n t an ée lIu r 1" r é ...,.,u utll., .. .. e ..leu l d u CO"t t her-
m iq ue
Da ns le calcu l du coût thermique on peut choi~i r de compta biliser to ute l '~nugi e fourni e au rése au
(pu tes , consom ma tions aux dilféte nu nOtuds ), ou de ne com ptabi liser que les pertes int égr ées Sur
l'intervalle d 'é t ude ÏI t .aH"" le r h ea u. D faut da ns ce cM savoir int égrer lu ec neom r nariona ..m,
ditlhenl$ IlOtuds sur l'interv ..lle d ' é tude et le,.sousttaire de l ' én ergie total e fourn ie au réseau.
Pour ne com ptabi liser que les pertes du rh eau, on peut ca lculer la conso mmatio n totsle sur le
réseau inst an tan ée W",,( ~, l et l 'intégrer de la me me man iè .... que les coûu iMtant&nh Hcctriques et
~h c rm ique s puis la sollst rai.., du coût th ermique. Il revient su même de soustraire eeue consommation
totale inst ant an ée du cOOt t herm ique inst&nllll1é et d 'int égrer ensui te ce nouveau ooût th ermique
in~~antané .
On a ren tré , en données du problèm e, 11'>8 courb e. de demande li. cha,!ue ""u &-st a tio n. Pour
conll ai'lre \\' ",,(tj ) , on som me chaeu ne des de rnlll1du auX llOus-stations , calcul é ... su r les courbes de
dcmand es.
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Dana le eall du p re mier IOC hé m . , on calcli le cette demande Însu, nll.n h II;lobale pou r chaque da te
d'~chNltilloPnall!:e ti '
Suppoooonllque la courbe dt' demande ait un saut il ta dat e t aur l'intervalle [ti ,tj" ll, ~ l'~chanr'u r k.
On ne 6IItidait pas ct'ne demande ~ cet hhan !!ieur su r l'in tf'",alJe !t ,t ' Hl . pu isqu' on fait
l 'ap p l'Clxima tion que les ha... ..:>n t to ujo Ur!l«>lI5tan1.$sur [tl, li• •I, és aux à leur ...leur cakulh cILt"
ct t'n tj le débi t échanseur a ft~ calc ulé pour 1.. demande corn.pondank n tl avan t le 6IIut
Mais eecÎ ue ee voit pll" su r le calc ul du coin the rmiquc, Ut ctlui~i est calc ulé en t, i l util;.... la
valeur tic la drm ande en tj anc le débit éc haogeur corrnpondant, ct en t j. , et utili... la nJcur d..
J. dema nde ch Li. ' nee Je d~ bi t ~thll n se u r cornspondant.
D . IUI le c... du d euxiè m e IIch ém . , On ca lcule cel k dem ande iMtantan~t' IIlobaie pou r chaque
dat e d'èeheruillonnage tlOdl' ta II;rillt ltmpo relle à la cbauûerie.
'J'
--+-- - - -+-- -\-- II!:riUt te mpor ..l1c ~ la
chaulf eril' k - O
"
- --"'7777.-j--- courbe de demande au
nOO'ud k
llrillet..mporc lle au
nOO'udk
Figurc 23
SUpfl O!lO Il~ que la to urbe a it un oaut à la da~ t l'iur l'int erv alle Itj~ .. tA21, à l ' échan ll!:eur k. On nc
oat illrait p llll cette demand e à ccl éc hangeur sur l'intervalle !t,Lj~2t. puÎqu'o ll fait l' app roximat ion que
Ico él ata k sont conot . ol.llsur l t'~htj~~['
Le calcul du eoUt rn ti ~ l utj lL'Ie la n Jeur de III dr mande il l'ichalllleur k il eeue date, dune calcul ée
aprh le aau t n les hala à l ' ~ challlleur Ir.ca lcuJis pour la da te t'~1 donc calc ulés IIvan t le ....ut
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DallS le ca lcul du coût, ce tte non-colncidcnce entre les datu aux quelles on éva lue l e~ dema ndes et le~
da tee auxquelles on éval ue les é ta ts {ait qu'o n prend en compte d, ~ rdard3, du à la di6( r i:l i~a l ion ,
~~r la M,li_lac/ion du demlJnJ u a M" . OU ·. lIlIÙ>n8.
-116-
III, Sc h é m a p a r t icu lai re .
Nous avo ns vu au chap it re IV que les pl1rt icules sont des port ions Jc fluide <le longu eur vari able (en
espace et au cours du temps) qui .'le suivent pour remplie les clUlalisa tion.'l_ Elles .'le propagen t . se
d éfcemene, chang ent de niveau thc rmique au ecu re du tc mps, Il n'y a pM de contin uité tber mique d 'Une
p8.l"lie ule à l'au tr e . O n suit d an a l'eap . ee e t le t em pe l 'é vol u t ion d .. eh.eune des di sc un t in u it é s en
t em pé r a t u re po uv a nt exister d am. )., r ';s..a u , ein si ' lue 1.... nouvelles d iscon t in ui t és qui pe UV" nt
a pparait r e dans le r éseau au~que llu so nt l' lo ra &>I&Oeiéee de nouvoell.... p a rtieulea.
Noton s 'lu 'i l ap pl' r l' it a lors u n ph éno m èn e de m u lti p lica t io n tr ios impor tant d es pa r t icul ""
d an a 1.. r " _ a u qu'on ne voyait pM da nsl ' H udt à une canal isat ion
En cfTelsi a il suiLchaque d iscon tinuit é sur lu tempér al ul'eS, quand une part icule cir<:ule dan s l es e all a l ~... _
rions aller, d ie sc duplique dès q,,'ell e passe deva nt en ée hallKeUr k, Une des part icules ent re dan s
l'é change"r k et cré e une particule sort ent deJ'o!challg eurk,ulledes part icules ent re dans la cana lb atio n
aval k+ l
0.- méme une par ticule qui circule da ns les cana lisa tions retour , dès qu 'elle arrive à un éc hl'llKeur k,se
reco mbine av ec la part icule sor tan t de l' échl'lng"ur k pour donner une no"v elJe pu ticul" /l U do!part de
cana lisllt ion amo nt k-l , mais pendl\rlL tout le tempe où cette parti cu le défil e à la sorrie de l' écbangeur,
cllc M rccomb iDe Avec tout e nou velle par t icule$Ortl'nt de l' écha ngeur pour don ner d 'autr es nou velles par.
l icul" ".
Ains i, si rigoureu sem ent , à to u te nouv ell" d iol"on t inui t é aur la te m p ..r ..tll .... o n "'80ei" u n..
no u v..lI" p a rtieu,,", on a cc ro it d" m an iio.... in ..erf' p lab )., le nom br e d e p ar t ieul.... d a na 1.. r é ....au.
C 'est pourquo i on décid e de ne pM rr hr une nouvelle par ti cul e syst é mat iquement avec chll.lJue
discontinuit é. Nous a VOns ra it lu chai" s uiva n ts :
o Cha que part icule aller arrivant à un échan geur Se duplique, mai~ la part icu le entran t dans
l ' échangeur ne prend P"" vé rite blcme nt. vie,
o E n effet on ne renvo ie une nouvelle parti cule au d épar t d 'une c.'lnali~ation r..tou r k- l qu 'à
cha q"e top d'ho rloge. Cette part ieule est la représentante rie tout es lp-Il l'Rrt ieuJes qui SOnt
a rr iv t e.'la la 50rt ie del ' éehllngeur kpendantle pllSd'horlogc etqui se "ont mo!lllIlgées à tout e,
les part icul es qui $Ont arriv ées li. l'extr t mÎtt de la canalisa tion k l''' ndant 1" même pas
d 'horl oge
Décrivon s mai nt enant préd sém ent la dise ré ns at êon ut ihsh pour ee sché ma, et l'organ isation des caleuls
qui consist ent e5ll.enLielleme" t ... suivre les p" rtieules, et qui s ..it comm" da ll" le c.... du $Ch ~ ma décehlr é le
déro uleme nt d u phénom ~ne phy sique modé lisé
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IlI.!. C ho ix d' une d iser H i3at io n
In it ia lis a t 'on
P ou r la p re m ie re d ..t.e 1.0, Unl' r êpar tiuon dans l'espace et un choix des part icules li. tr avl'l'll le
r ~ ""au est choisie ar Litra irement .
D a tes d ' é ch a nt illonn ag e en t-em pa
Co mme dans le c ,,"~ li. une ,,",ull' ea nalisat ion, on choi! it de ra ire e n t re r d ..n.. le r ésea u Une l ' IIr t i-
cu le au n ' ve..u eh.. ufJer if" it. ea denee r " g uli" r e , ir. eh ..que da te t" etlp aeée d 'u n p .... d ' ho rl oge
Mais lea da tes d'éc hant illonnagl'a l'n lem P'l ne se r êduisent p.... à Cra " to ps d 'horloge~ cil"" "Ont de
différ enu lypes , on & vu au chapit re IV qu' ellea peuvent dé pendre sou de donn éea du probl è me
(donc peuvent dans ce c&l être cOnnues à l 'avance),,,,,it de l'ê volu nc n des par tku lea dan a le r éseau
(et donc ne peuvent être connues à l 'avan ce), ell,," "ont alurs calcul ées en mém e lem pll que les llutres
var iablea da nsleréseall.
f"o u.. é n u méro n. m ain te na n t le.. d iffé r r n t .. tYl' r ll d.. ..h..uo-'l d ' éeh an t illo n n"lI:r en t e m p s t',
que no U.Il .. ..0". rete n u. et, qu' n ' ap p a r a ."" ..ir n t paa t or eé rn en t dans le ellS à \In e canaHm~­
t ion:
t Opll r égulie ... d' ho r loge (ce sont des donnén du problt mc)
à ces da te.. on int roduit une nou velle part icu le à la chau llerie et on agrège des pa rt icu les sortie
échangeur et ca nalisa tion reto ur pour former d. nou..elll'S pa rt icules au d~p.rt d.... " an.l i..u ions
D Ate s d e va ristio" br utale de de m An dr il. un écha ng..u r (Cl'son t d.... donn ées du pr oblème )
à cu dat H la temp éra t ure à lallO rt iede l'éc hang ..ur uinai que le débit dans l' écha llllcur k peu-
ven t "ari.r brutale ment et par eonsêqnence 1"" dé bits dans les eanalis ..tiens amont peuvent
changerau.si .
D ..te. d ' a r r iv ée d 'u ne p a r t ic ule a ile!' il. un eeh . " l'leu r k
cette pa rtic ule est la repr éseneat ion d 'une di!IContinuité en tempé ratu~,donc la te mp é ra ture à
la ..orti e de l' échangeur a insi que le débit dan.. J'o'changeur k vari en ~ . Par conseque nce les d ébits
dan.. les canali sa tions amont va rient au . si
D a t e...r ",r r;v "" d ' une pArt icu le re to ur ir. U ll .. ch angeur k
n f.2. O r g a n Îllatio n des calcu l..
Com me dan.. le sché ma aUX différenc es fini<'S , Ietl cal eul . 8e m ènent P'" d e te m ps a p re s pas d e
te mps.
l' our chaque da te ti ' Ica déb its servan t dans les nkulll de hl propagation de.. p..r ticule.. Mlnt les
d éb its calcu lé s au pA!ltj-l .
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• Les calculs se propagent dans l'espace dans le sens réel de l'écoulement du fluide c'est à
dire de la première canalisation aller partant de la chaufferie vers la dernière canalisation allant vers
une feuille puis dans le sens inverse sur les canalisations retour.
Nous allons étudier précisément comment on suit l'évolution en espace des particules ainsi que leur
niveau thermique.
Le calcul des autres variables, à partir des relations inst.antan é cs s'en déduit facilement, puisque
comme dans le cas du schéma décentré les dates d'échantillonnages sont identiques pour toutes les
variables du réseau.
III.2.1. Suivi de la position d'une particule entre deux dates d'échantillonnage
Définissons déjà précisément comment on définit la positiond'unc particule dans le réseau, ce qui
requiert un peu plus d'information que dans le cas àune seule cana lisation.
• La longueur d'une particule est variable au cours du temps.
Elle peut subir des déformations au passage d'une canalisation à l'autre 011 les débits sont différents.
On ne garde pas en mémoire explicitement cette longueur, elle peut-être reconstituée à partir de la
connaissance des positions des particules
• La position d'une particule dans une canalisation est donnée par la position du début de
la particule, c'est à dire l'abscisse de la partie de la particule la plus en aval dans le réseau dans le
sens écoulement du fluide.
Cette position est caractérisée par l'indexation donnant la canalisation à laquelle lapartieule appar-
tient, et l'abscisse du début de la particule dans cette canalisation.
La longueur de la particule est alors connue grâce à l'abscisse de la particule suivante dans le sens
écoulement du fluide (c'est-à-dire la particule en amont ou "côté chaufferie" pour une particule des
conduites aller, la particule en aval ou "coté feuille" pour une particulc des conduites retour.
• Cas particuliers: Enumérons les cas où la position d'unc particule n'est pas définie tout à fait de
cette manière.
Si le début d'une particule est dans une section k+l et la fin dans une section k, la particule est
indicée comme appartenant à la canalisation k-i-L.
Au niveau del'échangeurk+l, la température à son entrée est donnée parle suivi du niveau ther-
mique de la partie de cette particule encore danslasectionk,qui défile devant l'échangeur.
Quand uncparticule"aller" atteint un échangeurk qui se trouve àunnoeudfeuille, le début de la
particule ne peut étre considéré comme passant dans la canalisation suivante. Il faut cependant
conserver les caractéristiques thermiques de cette particule qui défile pendant un certain temps à
l'entrée de l'échangeur. On peut considérer que cette particule a quitté la section amont k-l (elle
n'y est plus comptabilisée) mais ses caractéristiques thermiques sont conservées dans une variable
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pouvant représenter la température au début d'une section fictive k partant de la feuille ou la
températnreàl'entréedel'échangcurk.
Quand une particule "retour" atteint un échangeur k quelconque, elle se mélange à des particules
venant de la sortie échangeur et repart dans la section amont k-1 selon une loi qu'on explicitera
plus loin. On considère que cette particule a quit t.é la section k. On conserve ses caractéristiques
thermiques en mémoire dans une variable représentant la température retour à l'échangeur k,
durant le laps de temps où cette particule défile.
• Evolution de la position X d'une particule dans une canalisation k entre deux dates
d'échantillonnages t j et tH!'
On a vu en détail au chapitre IV comment entre deux dates d'échantillonnage t j , t j + 1 on suit
l'évolution d'une particule sur sa caractéristique:
X j + 1 = X j + wJ. (tH! tJ
w~ = vitesse dans la canalisation k à la date t j
111.2.2. Suivi du niveau thermique d'une particule
(V.51)
Nous allons reprendre chacun des cas que nous avons évoqués à propos du repérage de la position
d'une panicule.
• 1 0 cas: Une particule aller ou retour est entièrement dans la même canalisation k et reste
dans la même canalisation k entre deux dates t'j et t j +1.
On a vu en détail au chapitre IV qu'une particule se déplaçant sur une caractéristique subit une
perte thermique exponentielle comme suit:
• 2 0 cas: Une particule aller est à cheval sur deux canalisations indicées 1 et 2 (les coefficients
de pertes thermiques des deux canalisations sont respectivementÀ1etÀ2) .
,\
,
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\~'~,---.---- dll~ ~j
\ "\, ,, ,
• to nduiU' 1 _••
(-',), 1)
Fi gur" ~ 4
En tl 1.. pacticuk n t à 1.. ·~mphatu r" moyenne" Ti "t " II" .'fl.<:nd d" "1 à 12' En t i. l la p&I'licul"
esl à 1.. ·t"mpér.tu~ moY"nn"~ TI.' el "Il" .'h"nd de Xl' Jox2
Un poin t d" l. part ic:ul" . it ué en X à I.d..... '-j aet rouw" ..n x' - X+ ft à I. dal " s-. •. n peu taoit
éln ~Ié dans la méme canal isat ion 1 ou 2, .oi t fIn pu6f d" la cao aliulÎon 1 à 1.. canali.s&liol'l 2
et pU$f de la kmphalu~ Tj à Tj~ 1
pou r lr. € {Xl,xJ! vfri fiant x' = x + "'i' (1,.1 li) < LI
pour x E 1."L.1 vh ifillnt x + w/ (t,. . ljl < 1'10on peut calc ul"r la dat " t où c" point paese d'une
can..li>&ti<>n à l' Iluu".
{
' - '.+(. L,I .,~ . '
bx ~ _/ ( t-I ,I + _ j2 (I, u - l)
X = x +o
T.~ . = Tl ..··~~ "-J.J".. -<l
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Rem"rque: la tem pér at ure aller il. I'eut r ée de l'ê cbang eur :! ~ la da te t;+1 n 'est pu priee comme
hant le niveau de cett e par ti cule à che\'a l su r 1 ~t 2, I."lle e!>~ l" ni\'u u de la port ion de pa rticule
qui dHile d..va nt l'éc hangeur et qui n t encore dans la eanabsauo n 1
(V.55)
3 ' ca": U ne pa rticu le aller a atteillt un é r h a ngeu r à lin noeud feuill e et d èflle dan...
l' échang eur, Ou une pa r t icu le r eÛ)u r a attein t Un ée hanl'l eu r .
Dur an t le laps de temps où cett e parti eule s' é roule, On peu l ""i t négliger ses perte s t her miquea, !IOit
les comptab iliser et remett re à jour SOn niveau thermiq ue par la m ême form ule que dan s le 1 "Il.. , à
r h a.que da~ d ' éch aJl t iJlonnage t; .
.. ' e.... ' U ne nou velle partieul e en t re dep uia le de r n i..r to p d 'hor log e la la ch a uffer ie .
A unedau: d'êe hent fllonage tj int erm édiaire entre ce dern ier top d 'horlnge et le sllivan t, on peut voir
l 'é volution thermique de cette part icule de deux manières. Soit on cor uidê re que la portion de la par-
ticule qui hll. it d éjà da lls le réseau en ti_l ll aubitdespert es th crmiquea, quipeuventétre nég ligé es
ou pas (cetU' portio n de par ticule n'ex ist e pas ai t;_1est le de rnier t-op d 'horloge), et que la port ion de
la particule qui est ent ré e entre tj_l et da ns le réseau, ... t en tré .. la la mémeu:mpér atu re qu'a u der-
nier top d 'horloge. Dans ce cas le niveau tt 'H miqu.. global de la p" rticu le, mi.~ à par t les p..r tee th er-
miques, ne change pas à cett e da te tj .
Soit On considè re que la portion de la pa rticule qui é ta it déjà dan s le r éseau en tj _. a su bit des p~rt"'"
th~rmiqu~s et 'lue 1" portion de la parl ic ul~ 'lui e~t ent rée entre ti_1 ct t , dan s le rés eau, a pu ent rer à
une tem pér atu re diffé rent e de celle du dern i ~t top d'horloge. Dans ce cas le niveau t hermique globa l
de c~t t·e p"rti eul. change lacett e dat e t, . C..tt.e de u x. ~ me solut ion est ..dopt~ e m"i s fa isons quelques
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P r em iè re ..o lu t io n: d ie con5~t e à prend re entre deux top s d 'horlo ge, la tempfratu~ .a r tie
chlluffent , e 'eet à dire la comnultlde, comme eoH~taIlte . L a classe de la Ioncticn commande est aloee
une fonc t ion cont inue pat morcea ux, sur 1"" intervalles dc temps dé finis par l'horloge; à. cha que
disec nun uir ê est associè e une part icule 'lui . ntte d ,,"s le r é"eall Mlib ccci empêch e de douHer un
sens au x com m/mdes aux dates tl interml>dia ires . nt re deux "" J" d 'horloge, cllesne sont pas IJbres ,
elles sont rllmen~es au niveau d u der nier t-op d ' horloge
D., u" i"m., IK> lu t ion: d ie consiste 11. p rend re ell cOlllf'~e pour les dates in te rm ~ diaires
d' échant illonnages entre deux tops d ' horloge les disco ntin uit és sur la commande, mais à ne pas en-
voyer de part icule à. ces da tes, à form er une parti cule dont le niveau t hermique ~lobal ' moyenll e ' ces
d iscon tinuit h . La fonct ion commande est unc fonct ion cont inue par moreeaux sur les intervalles de
tem ps It" tJ ~ d ; le sehé mll. partic ulaire trll.llsforme CI tl"" ronct ion en une fonction continue par mor-
ceaux sur les in t erv aJ l ~s de temps dêfin i~ par l'horloge, à l'entr é ,· d' ré sea u
Soit tj = t~ " qui est le j..... pM d 'échan tillonnllgc ct en m~m~ t.empa un top d 'ho rlOfl>e
Soit t, ., le to p d'horloge aujvant
En t,~ t la part icule en trante COllVre l'inurv "l1~ !O" , = " .' {t'. l- tj!i
Si Uj est la command~ il ta date t
j
, T
j
+! _ L· ' UJ~ ~~ '·I.J' d ~
f. d,
Soit t, E It,.h .!, la particule entran te couv re l'intervalle ~O, xJJ
E n t. _, la particule entr an t e couvre l'i nt erval le 10, Xl i w/ (t' . I- t,)1
Son niveau thermique ~t ealeulè par une rotluu l. de moyenne (u; h ant la co mmande ~ n
te mp érat ure àla chaufferie 11.la da te ~j)
1>' ea "l A ch aque to p d'horlog e, au d épart d 'une ca n .. lisa tio n r..t ou r k C'N,t il. di,. " a u
niv.... u d u mé h..nge entr e so r ti e échangeur k +l e t ...r riv ee d' une ea nll.liRII.t ion r e t our k -+l ,
o n r envoie un e p articule,
C ett e pa rti cule a un niveau thermique qui ~'St calc ulê de mani è re il re~f>fCte r U l) " ilan ~ n e rgé tj q u e
au niveau du mélange
SOLtt,= t" un to p d'horl oge eten mêrne temps Ie ]..m' dated 'é eh antillonnage.
S'-',t t l . l - t•• le topd 'horloge sui,·an t et en ", ';me temp s la j il'on .. due <l'échant illonnage
il y a donc 1 dat es <l'échantil1on"lle~ entre t. , et ~••
Soit 9: .,(m), la temphature à la sort ie h hangeur k + 1 il la dalc m
-123 -
- SoitQk~l' le débit dans l'échangeur k-l I à la dat.e rn
- Soit O{H(m),latempératurearrivéed'unecanalibationrctour à Iadatem
- SoitSk~!> le débit dans la canalisation retour k-i I àladate m
- Soit Sj''', le débit dans la canalisation retourk à la date rn
La particule retour envoyée dans la canalisation k à la date th2~ti+1 est à la température
Ok(j+l) calculé delamanièresuivante:
(V.65)
Remarque: on fait le même gcnre d'agrégation de particules au départ d'unc canalisation
retour situé avant un embranchement k. Le, particules agrégées sont les particules venant de
la sortie de l'échangeur k, et les particules venant des tuyaux retour fils 0 ou O. La formule
(V.65) est modifiée par ajout d'un terme supplémenlaire correspondant aux particules venant
d'une canalisation Oou O.
JI1.2.3. Calcul des autres variables du réseau
Comme on l'a déjà dit, aucun problème particulier n'apparaît. A une date d'échantillonnage t j ,
selon son type, certaines variables comme des débits, des températures sorties échangeurs sont à recal-
culer ct on le fait grâce aux relations statiques.
Le calcul des pressions peut se faire, indépendamment après le calcul des autres variables. On
procède selon les trois étapes décrites pour le schéma décentré.
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CHAP IT R E VI
OP T IM ISATION nu PROllLE~1E
1. Eer-lt u re du problème de minim isa ti on e n d îmen alo n in fin ie
L'oplimis&lioll du fonc lionnemen~ du sysl ème en r ~gime dy nam ique consiste à. ca lculer deux fone-
tic nnelles de commande u,(tK - 6Io"lt )) e ~ u ~( t)(= A palt)), ap pa rtenant à une claM<." choisie de ronclion ~
qui m;nimi"en~ \III cr ithe, fon ct ion de u,(t ),u,(t) et de ~ ariahl es interm édiaires X(x,t), Y(t ) fonetioll.'l
implidt..s des commandes, inl f gré sur une pé riode cho isie, le sysl è me étant soumis à certa ines con_
tr ainte s , ..l1e,..mém es ronctioos de UI ( t) , u~ t ) d X(x,l) , Y(t)
. C r it h e
Il s' agit de l'inr êgra tio n sur une période donnfe [ü,T r1du co"~ de ronctionneme nt du syst è me qui
compren d 1.. coût él ectrique ct le coût ther mique (TI.l 6)
J(u) = fc T' p ,(t ) + J.)( tJ)d ~
= f
o
Tf J. (t ,uzlt) ,Qo(t})dt t Jo1', J. ~(t ,Qo(l) ,u l ( t) . eo'( t ))d t
• Co m mandes
On a ~ u,.u chapit re rv, qu 'on a choi ,.; d"" ronc t ion~ command"" u,(t) et u~t) de typ" L2(10 ,T r))
• Contra intes
=--OU 3 avons cilé dans Je cha pitre Il et le chapi l..... III ceTlaines eomrainree du pro blème, ces con_
trai ntes exÎstent en r"gi me st at ique et devie nnent des ronctÎon" temporelles en régim e dynami que, qui
doivent être sati.,rah~s à cha que da te t .
- <:ont r " in te en l ..m pé ra t u re il la ch a uff..r i..
eon t r ai n te s en te mp ér a t u re aux é d'''"''K .. ur a
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• eo ne.....in te s e n d iffé rence de pression ...u x éc h ...nge ur s
_ C on t r ...in t es fin al es
Si on ne se donne auclIne contrain te su r l' êt at thermique dan s lequel On sou hait c trouve r le ré sea u en
temps fina l T f, l' algorit hme d 'opt imi"" tion cherche il faire ent rer dan s le r é ~au , dans les tem ps
préc éd ant le te mps final T r, de l' eau à basse tempé ratu re. E n effet le coût thermique corre spondant à
ces basses températ ures est plus faible , et les dd , its qui peuven t r ésulte r de cett e baisse de
te mp ératu re, 'lui sont plus impor tan ts et qui peuvent pénaliser le coût électrique, n 'ap parlLis..,ent
qu 'avec Un retard sllr la comm ande à la chaufferie et- donc peuvent intervenir après le temps final et
ne pas péna liser le critère .
R éfl " ehi sson s à ce p ro blè m e d ' é tude d u sys t ème su r u n horizo n fini
De rnani è re générale, pour to ut systè rne fonctionnan t en con tinu, il n'e st pas justifié a priori de
poser le problè me sur un horizon fini. lJien sûr , du point de Vue pra tique, il évidem ment souhaitable
de limiter l'h orizon d'é tu de . Onarecollrs génér alement pour cela à l 'une des idées suiv ante s
..... O n re ch er che des condition .. de fon cti on nem en t p é ri odique s et on se li mite à J'é t ude du
syst ème sur Une période .
Dan s noUe prob lème , les données ext éri eures (Je mandes, tarifs é lect riques) ne pré sen ten t pas d.
p ériod icité plus courte que 24 heures , ce qui est d éjà tr ès long pour une é tude du r égime dynamique
..... O n l' eu t d ém ont re r l'existence d'un " hor izo n de p la n ifica t ion ", c'est-à _dire prou ver qu'i l
existe deux dat es t l et t-.l (t.z< t J ) telles que si on pose le problème Sur [O,Tr: avec Tf > t t_ alors la
st rat égie optima le reatr einte 11[O,t-.l! ne dépend pluade T r- Int uitiv emen t c' eat ce que l'o n s 'a ttend "-
vé rifier sur Un réseau dans la mesu re oü une "part icule" de fluide lacbée à la chau fferie n'a plus
d 'in fluence sur le fut ur au-d elà du temps maximal 'l' te met cett e par t icule à par courir le rés ea u en
sens a ller puis re tour , et ce te mps est fini ~i les dê bi t~ He s 'ap prochent pas de zêro
Cep endan t, cett e approc he imposera it d'é tudier le pro blème sur un in terv alle de temps sensib lement
plus long que la p ériode »utile" et imp osera it d 'ignorer l es r é su l tats obt en ll .~ vel"llla fin de l'horison. Ce
surpluo de calculs sera it d 'au tant plus lourd 'lue le réscau étu d ié serai t plus long. Cela poserait aussi
les problème s d 'ex trapo la tion de la prévis ion de la deman de au x sous-statioua au- delà de la p?riode
..... O u peut im poser de s co nd it ions de racco rdeme nt "r a isonn a b les" entr e [es h o ri zons 5ue-
cess ifs d' étude d u r égi m e dyn amique.
C' est cet te troisième voi e que nOus avons choisie dans notre étu de, en pensant nota mment à l'étude
du raccordeme nt de deux régimes sta tionna ires par U ll ré gime trMl"ito ire opti ma l
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On peUL dè finir ces cond it ions de rsc ec rdement pa r une con tra int e finale sur l' ho rizon cho isi {ou de
façon dua le pa r un coût linal, ma is en fonctio n d"" rema rqu"" qui sui' -ent, 011va voir qu 'un coût final
r,squc dc ne pM êt re 8:I"U contraig"nllnt) .
Cette contrai nte finale sur l'horil on T rpourra it être d éfinie de deux mani èresdiffê ren te s:
On pn t imposer Que tes prolils de temp êratures da ns les e..nalisati ons à Tr soient êgaux à des
profils choisis , c'e"~lI._d i re que pou r chaqu e canal isation k " n impose une contrain te " 0 tou te
abseie e de la cana lisat ion
l.emphatu re a ller: T_(lt.Tr) = T: (1<) V x E IO,L~J . 'If k
t.emp; rature retour : 'ï.\( x,Trl _ T,· (x) 'If 1< E ~o, L.I , 'If k
O n pe ut imJ:>08uqu'en moyen ne les profils de te rnpératu r"" ,JaIl$ les canali sa tions soient ê,aux à
des promsmoyenachoi"is,c'es~à-d i re quepou rch"' l lleCanal isation k on imp08e ·
cana li.•a tion a1Jer ·
canali sa tion reto ur
InL, T.( x,T1)dx ... l' ,' V k
10L_T.(1<,Tf)dlt~ T,. V k
T,· et f: sont des profils moyens de consigne
Cett e deuxië rne formula tion peut êtr e comprise comme le calcul d 'un Hat t hermique moyen fina l des
canalisations qu'on souh aite ramener à un H at t hermiqu e donné . :'-<ous n 'avoo_, pas ....te nu cette for-
mulat ion, ca r l'alg orit hme d'o ptimisatio n t end effectivement à sa tis faire en moyenn e ce profil ma is
avec les tempéra tu re. illier (respe ctivement reto ur) aux abscisse s proches de LI. plus gr and es que T}
(res pectivement T,k) et auX ab3ci.5SCs proch u de 0 phu b"""u que T.k(respect ivement T,·l,
Cela. signifie 'lue le phén om è ne de bais..w de te mpêTat ure avant T r n 'e~l pail de cette ma ni e re, tot ale-
ment maitri~ê
• V a r iablea d'é tats du p r ob lèm e
~OU5 avons vu que le crit è re J(u) _ J(u l{t ),ud t)) Ile s ' écrit pail simplement en fonc tion de lll(t ) et
u;! t) , mais il rai ~ intervenir des relation s implicites rxi 'lant '" trav r~ le r b eau , au t ravers de vari ab l..s
X(x,t) ou Y{l) . Le nomb re de Ces vari abl.-s d 'états var ie sejcn la manière de r,;soudr e le probl èm e COmme
nou., 1e ,·erro nS ult é rieurement .
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• Le pr o blè m e de m inimis at ion se pose do n c COm m e su it:
SOllslescontraintes:
(VI.Pbl)
0':.. :::: u,(l) = Oo"( t)
u)(t) = Oo"(t)::::OI!'(t)
O."(t)2: fk(W.(t ))
d h(t} 2: gk(QI.(t))
~ T k(x,T r) = T:(x)
Tk(x,Tr) = T,' (x)
V,
(ou4>l(t) :S; 0) v c
(ou4>i t) ::; O) Vt,Vk = l , .,Noo•
(ou 4>3(t) ::; 0) V t , V k - 1, ,No",
(ou 4>,(t) =0) V x, Vk = O, ,N.",
(ou "'~ t) = 0) V x, V k - O, ,N,,,,
De nombre uses difficultés apparai",-;ent quand on cherche à ét udier le problème en dimension infinie
D'une par t les expre...~iODS analytiques que nous avon . données au cha pitre IV pour la soluti on de
l'éq ual ion de tran sport dans Une caeelie atio n se eompli quenlsingulièr ement quand plusieu rs can alis a tions
se succèdent, (le oouclage par le déb it sur une cansli sation k,fait intervenir tous les d ébits en ava l, donc
d('s composées des températu res slIrtoll tes l~ s c sna1i..at ions en aval)
D' autre part nous aVOnS choisi des classes de fonct.icns de commandes II(t) E L2(10 ,T rI) (cette classe
rép ond en elTel au x besoins du probl è me). \ob is comme nous l 'avons d éjà fait remar quer au cha pitre IV,
l'In t égra tion de cette comman de par l 'équa tion de ttl'IIlSpOl"t pour obt enir les varia bles d 'états du
pro blè me n'apporte aucune régu lar it é sur ces é ta ts, ils app artiennent à L2([O,L1x[O,T,]) Ou L2([O,Trll
Cela pose diffé ren ts ty pes de pro blèmc .
On peut se demander quel sens donner aux dé rivées pa rti elles des va.riables d 'états *et dans
q l1cl sens l ' équation de la dyn amiqu e est sa tisfaite (pour presque to u t x et t). On peut Se demander
quelle e~t a lors la lo pologieduale à sdo pte r pour les vari ables d ' da1.5 adjoi ntes .
De mê me on peut "" demander dans que l sens lcs contraintes d'états (in éga lit és ) peuve nt ét re satis -
fai tes, et si elles son t dual isées, quellecs t la topologie duale à adopter
Pour les contraintes sur la com mande, On n'a pas de pro blè me pu isqu 'on Ile les dualise pas, ma is qu'on
ut illlieuneprojedion sufon domaine admi""ibie.
Q uand no us avo ns écri t le prob lè me en dime nsion infin ie , nous nous sommes hellrtés à ce genre d~
difficultés.
-129-
Devant r ~s difficult h th éori q u ~s, nous adopto ns une app roche heuristi que e ~ prag matique N ou s
ét ud io ns le pr ob lèm e en dimension finie . Pour cela des le d éb ut de l' h ude nOus remplaçons chaqu e
fonct ionnelle en ~mps, ou en espace, ou les deux par une sui te de variabl es d(s(,rh es, cha.::une
représe nlant une ap proximal ion de 1/1fonction exacte "ut un point du maillag~ d é6ni en tem ps ou espace .
On écr il le critèr e du problè me en d im~nsion li ni~, qui est la discr étisation du cri t êrc J (u(t )), ell fonction
des "ouv e l1~s va riab les discrèt es du problè me. On énit les con traint es du prob lème qui doivent êt re sati,...
faitea aur les poinu de maillage. O n cherche alors à ca lculer la suit e des var iables discrèt es qui composent
la commande, telles 'lu 'elles minimisent le critère discret en aati sfaisant le. cont raintes disn h es. On Il
,..,,,,pla ré le problèm e (VI.Pltl) par un problè me de minimisat ion non linéaire avec cont raintes, fonction
d.. P ......riables.
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n. Etude du problème d e m inimisa t ion en dimen sion fini e
Nous aUons rep rend re en dét ail le prind pe de la minimisa tion du probl~me (VI.P bl) en d imension
finie en nous appuyant sur J'exemple de la premi~re mé thode de discr étis at ion des fonct ionn elles et de
l' éq 'Jat ionde tra nsportpar lesché ma d écen tré
l'ous donnerons ensuite les d ifférences appa rues lorsque nou s uti lisons un aut re schéma pour
l'éq uat ionde traru;port.
D iscr é tis ation des fonctio nnelles
Nous avons déc rit cet te disuét isa tion auxchap itrc~ !Vet V.
Tr ès brièvem ent rappelons que:
une fonction du te mps fIt ) de L2(10.T r]) représ entan t une variable quelconque dans le réseau est
approe hée par une fonction consta nt e par morc eaux sur des interva lles [tJ,t ," I[de pas .:lt
O n peut la représenter par la suite des variables discre tcs:
{f(O).f(I),...•f(j) ,." ,f(N))
une fonct ion de l'es pace r(x) de L~( [O, L I<Il représen ta nt une vari able assodée au noeud k du réseau est
app rochée par une fonction const ant e par morceaux sur les intervall. s ]xj_I12,Xj+lid de Pas .:l xk
On peut la représent er par la suite des va riab les dîscrète s:
{r(O),f{l) .,..,f(i).... .r(~f, )}
une fonct ion du temps et de l 'espace r(x,t) de L2([0,'1'I1.L2(;0.L, ])) rep résentant une variable associée
au nocu d k du ré seau (t emp ér at ure all er ou reto ur) e>l ap pr'Kh ':e par une fonct ion cons t ant e sur des
pav és ]Xj_l/2' Xj" I/2]X[l". tH I[ (Cf , chapitre V pOlir le dé t ail).
On peut la re présen ter par le suite des var iable s discr è tes
(f( O.O),... ,f(O.j ), ,f(O,N),f( I.O),. __ .f(l, j),.... f(I ,N), ...,
r(i.O), ...,r(i.j ),... .f(i,]\i), ...,f(Mk,ol... , f(~lk.j ), ...,r(M. ,N)}
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0 .2. D iI<c:r ê t iRa t ion du cr it ère
J u t un~ Icrme int é l'>rale qu 'on peut approxime r par u,, ~ mét hode des reapêzee ou des rectan gles , et
écrire en roncti on des var iables dlse ret es.
Si ts ." T r, la mét hod.. dm. tr a p èz ea donne l'exprelll'l ion:
Jd ,.. 0 ,5 [ J.(Io. ,),p,l Ol,Q..tO)) + J,~( t.o,Q,lO) , Oo"(O) , 'o(O)) J~t
+ ;È: [J.( tj ,~Po( :i ) , Qo(j)) + J, .( tj,Q()(jVa"(j),OoO)) ]~t
+ 0,5 [J ,(t s, ilPatN ),Q.,(N)) + J,~ ( ts ,QclN ) ,eo'(N ) , e~(N l ) ri l!i h tJ .û. t
Si t S_l < Tt < tN, la mé t h<>d.e 0.1 "" t ra p h _ donne l 'exp re85ion:
Jd = 0 ,5 [J . flo,.û,V,l O),Qo(O))+ J ,~( to,Q...( 0) , 8o"( 0) , Oo'(O )) ] ilt
+ ~E: [J , (t j,.û.pofil,Qo(j)) + J 'h(t" QoIj),9o"(j) ,9O(jJJ ]ilt
Si t:>j _ T r, la m éthode df'll re ct angl.... don ne l 'e xpr~ssion ·
Si t N_1 < T r < 1'1'1, la méthode des r ect anglea donne l 'expres..~ioll :
(V1.66)
(\1.66bis)
(VI.G7)
Jd = ;E: [ J, (tj,.û.pJ i).Qo(j)) + J 'h(t j,Qu(j),8o"(j) ,9J (j)) ] .1.t (Vl.6 7bis)
[J . (lN_".1.pu(N- l ).Qo(I'';- I) ) + J ,~ ( t N_ I .Q,lN- l ) , eo"( N- l) , 9o'(N - I ) ) ] (TI tN_I)
Il .3. Ecr it ure dell foqua t io ns de fon cti o n nem ent d u ll y ..t e rne
P all5 le chapitre V eur la aimul;,.t ion du r h u.u , on a dcnn ê les équa tions d iscr et "'! ("dyn am.
iques" 0" ~ i n 8tan tanées" ) qu e vérifie nt le. variables Ji .erèW. à t,·avers le r éaeau
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Il.4 , Var ia b l"", dorm èes d u peo blèrne et va rl a btee d 'é t a t d u p eo bl e m e
Le p rofil inilia l des températu~s "",t donn é da na chaque c anal i~a tio n , don c l~ v ariab le~ disceê te s
COru~p('lI1dan tesson t d es donn ée!! du probl è me aina i que les a utres var iables (débit.o, di ffére nces de
pression) qu i se ra lculent umq uemeur à pa rl ir de celles-c i et q ui Ile fo nl pM inter venir directement
ou indi recte ment la command e. Su r la F igu re 25 les var iablcs tc mpha tu", s qui so n t des do nn ées
du problèm e ..ont merq u êes d 'une croix, les d é biu corr espo ndan t.s so llt au .>5i des don néea
A Une da te l" l'ensemble de c~ var iab lu d 'étal du sY!ltè me do it parf ait emen t d écr ire le sys tê me et la
cono a iSl;ance desé qua lions d 'ét at l' eClnel t re d 'en dé d uirewné volu l ionulté rieure .
D,.n s le us d ' h urle d u sc hé ma d é c e ntr~ , ln! va r iablea d ' é tat du p rohll-me aont tCll llu iva n t ea :
_ 1.,. te mpé rat u r e" a il..r T "t eeeou s- f aux poi nta d " ", aill a ge .
To(i,j) Y i ~ j , ...,M<l
Vi - O, ..•Mo
T .(i ,j ) Y i o= O•...,M.
l\(i ,j ) Vi = O,...,M.
Vj =I ,···,r-ftJ
V j _ Mo+ l , .,N
V j - Mo+ l , ,N
V j = Mo+l ,... ,N
V'k _ l, .,N ..
Vk _ l , .,N ..
_ 1"" d é b ita d an!! les éc hange u rs et da n. Ica ea na lisa t lo n M
Q.m V i = Mo+ l, .,N V k - 1,.. ,N. ..
S,m Y j - Mo+ l ,.. ,N V k = 0,.. ,N _
_ la te m p />ra t u re " h. lIOrti.. d es ee ha ngeure
8: (il V i = Mo+ I ,.. ,N V k - I ,...,N...
1"" d iff'; re nce8 d e p r l'68Îona à t r a ve rs le r eu ,.,u
~P.(j) V J _ I•...,N V k = a,...,N...
Les va.riat>Je~ 8: ' S., Q•• 6 p . ne son t pM s t ricte ment deAvaria bles d 'ét a t p uisq ue 1.",;d~b i t.A Q . , S.,
la tempé ra t ure 8; peuv en t êt re ea lculé s à pllrt ir d e la eonnajsëance d"" le lllp h at ures à l' ent rée du
êchangeure et qu e les diffé",n ce ~ de pr ession ~p\ peuvent êt re calculés à partir de la connaissa nce des
d~ bits
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Ma is on a vu que les rela tions inst an tanées , qui l'.lie nt ces vari ab les, son t nOn explicites et son t
réc urre ntes dans l 'espace sur le numéro des Iloeuds Comme le 50llt les rela tions "'If les te mpé ratur es T ct
T ~u r les i n d i c e~ en temps
A utrem.en t dit, o n traiu " u r le même pl an les re lations véritablem.ent dynamiqu .."
(r é c u r re n ce eu e le temps) et 1.,.. relationB s tatiques (récu r r e n ce ..ur l'e sp a ce ) .
----- ---- --"--'----
+
+ +
+ + +
+ + + +
-"-+ + + +
+ + + -t +
+ ++ ++
+ + + t +
n.5. D iscrétisation des co ntraintes
Figure â ô
eanaliaat,ion O
can31iaation k
Les contr a intes sont vérifi ées par les var iables d lscr ë tes , donc en Cet tai llS po in ts de mai llage du
temps ou de l' espa ce.
0" ne l'eut impœ er des contr aintes que sur les variables d'états ou sur la eommandc du prob lème et
pas sur les dOHnées du problè me, c 'est pou rquoi sur cena;ns types de var iab les les contrain tes en te mps
" ' Lllterviennent qu'à part ir des da tes t j hors du CÔnede dé pen da nce numériq ue des condi tions ini t iales
_ co n t r a in t es en température à. la chauffe rie
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':(i) ~ r, (W~(j )) v j _ Mo+ l •...,N V k - 1, .,N_
• contr a in......n d iff. ....nCfll d .. p r"BSion aUX éch&l>R",ura
• eontr. in~ ftna ifto aur .... u m pe ratur .... . 1I..r :
• co n t r ai n t" fin . .... au r .... t.Pmpératur ..s r ..tour :
n .lI. F.er it u re d u p ro blè me e n d isc re t
En adopunt nnitun (IV.661 d u cotÎt i ll t ~ ,ral d iscl"fl , 011ob tÎenl :
+~: [J, (tj ,A Po<i),Q.,(j)) +J,~( tj , Qo{ j) " o"(j)" o'(j)) ] A t
+ O ,~ [ J, (t N,A Pol:N I,Q<JI: Nll + J\~(~N,Qo( :"JI , 'a"(N) ,'o'(N l) JA t
-135 -
Sous les contraintes de t ype 1:
ud j) = 90"(j ) 2: ~o'(j ) V j = l ,...,N
(ou 4>o(j):5 0)
9x"G) = T l(O,j ) 2: fl( WkO)) \' i = Mo+! , ,N
(ou ~,2(j)::; 0)
f),p, (j) 2: gk(Q ,O)) V j = l, ...,N
(ou <Pl~(j) :5 0)
T l(i,N) = T ."(i) j = N
(ou ~8i) = 0)
'î\(i,N) ~ T,' (i) j - N
(ou 4\~( i) = 0)
k= O
H _ r.. ,N"""
Vk = 1, .,N.o•
\' i = O, ..,Ml V k = O, .,No""
V i _ O, ,M, Vk = u,
.,N.",
So us les co ntrain Les de type 2:
Ce sont tou tes les équat ions d 'ét sts ( " dy nami 'lu e~" nu ~btatiques") relian t tout es le" .... ar iables du
rés ea u
Sous les contraintes de type 3:
90' m.. 2: UI(j ); ce He ~Ollt P"" des cont raintes sur les va riables d 'états, mais Sur la comlnand~ en
tempér atur e à lacl,auffer ie.
Remarque h
Les con t ra in tes de type 1 sont des con trainte s qU'OH ne va p 3 S chercher à sa tisfaire li. chaque pas
d ' un algo rit hme d'op tilll i~atioll. Ce sont d es contraintes que nou s dualisons, qui do ivent ..t rI'
s a t is fa it e.. la l 'o p t imu m .
Les co nt r a in t es de type 2 qui trad uisent le fonctionnement du résea u et le~ relat ions ex i~tan t entre
toute s les va riab les du réseau, sont des contraintes qu 'on va sat isfai re à chaqu e pas d' un a lgor ithme
d 'opt imisa tion.
Ell es ne sont pa s d ua lisé es . On peut dire qu 'on cherche à résoudre le problèmp de min imisa tion
dans un domaine ~, où Xod re"ré s~ n t~ l'ensembl e poss ible d,," va riables de comm an de . Quant aux
variable~ d ' é t a~, ellcs ''''''''fl t que des inte rmédi aires de caJcu l à tra vers les rel...t ion" de ty pe 2
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L- ro p t r a in t es de type 3 he .,.,~ pu dulîsées, ell.,. ehlnnt dan s la d~ fin it ion du domaine XIol •
eJUloO'mble possibk dos u.riables de rom mamle , et à chaque p..... d 'un alsorith me d'op timis ati on , on
effect ue une proje cl ion d.,. eommandee .u . X..
On pelild ire qu 'on ~chert h e ;
1 1 ~'::: :': 1",..--",dM. X....
sou. lue<lIl.t raint .. de ly pe l
Re m ar qu e 2:
Noua n '"vons pM d 'hypothh ", de convu i l ~ du cout
Ion DHA TA SANU a monl r ~ dan s Ir CIIiI ~t a~i que à une chau fferie une ·convexit~ apprnxim ..t ive~ du
coin, d u moin! l',,bunee de minim a locaux en d..hol' du minimu m slobal Cr lU sit ua tio n CCM e
d 'ajlleufll d'él~ 'Haie pour Je.cu de rh eau I à plusieurs chaufferies
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III. R appe-ls gén é r a u x s u r les mHhod~ d e d ualit é
Dan.a te paragraph~ lKllIS allons rappeler qu~lque'l ri xult. t" xur If proM~ m~ d~ minimisa tion lion
linhi.... avre eontrslntes in~lal ilh f t ro nuaintes igal itis:
P lTnon. 1~ probl~me ginh.1 . uiu .Ilt de minimisAtion sou~ eon lrai n~ inigali t h ft in~rali th.
nomm ~ p ro b lio: m e prima i (P):
1
Min ((xl, • E Xa4 C U"
eou:>l"C'O otrai nl'l'S
(P) 1;(. ) :5 0 i E 1 - {I ,'.!,.." m}
h~x ) _ O l E L _ {I ,'.!" .. ,p}
Hypc thë ses: le. rOllct iOIl' r ,S; [i E l), hl(l E L) son t ""pp""h~ cont ;nûement d iffh entia lu
X"j ~at l'e nsemble dnl • ad missib les.
POIJr aimplilier l' t a itu "" on peut dhign~r par s(. ) (ou h(x)} \f w ~c lf u r df dimfn~ion m (ou pl, dont
tes eOHlJ'O"ant u sont 1<'8ul~,,1"1 d x) dfS eonuain~a i n ~ ",a1 i th (ou h,(x) dn fontrllÎn~~ t ",alit t . l
nT. l. R èeot u t.io n du p robl iem.. ( l ' ) par méthod es d ua l... lag ra ngiennC!!l simple!'!
Rfpr f nonli "" problè m~ !P l ft à eh"l"~ eonu ainu (1:,( 1E 1) lLW)(ionsun norobrf ri tl À, ~ 0, à chaque
eon tr ai nt.e h.(1 E LI un DOmb", r ~ ~1 Pl sana contrain~ d~ aigne. À.. P I lIOfItla> multiplieateu ... de
Lag ra nge du p rob lème:
On peut. Dov:r:
À I~ "fd~ur (E (R - )·) de eompœ.an tn >.;
p If ..cetf ur (E R ' ) dO'rornpœao.t.es P I
On d Hi nit la ronct ion de La l r an s e aimple d o probliomf pM:
NOlff but est de n:m placer If prob ll-me pr imai (P ) d.. minimi..lion tou. eont raintfl par un.. suit... df
problë mee d 'op timi sation . a llS cont raint e. Pour eela none alle ns dunn er Ulle suite de r ésult a t., qui vont
nou. perm..t t re d.. t.." ,. rorlll , r 1.. probl~m~ (P)
Rema rquons que al x· e1It.l'o p t im u m du p robl em.e (l'), il v è rjfie:
((x") _ Inf Sup {L(ll,>,.pJ}
OlOJC.. .....(R.,.
~..
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Soit xE X...h i: E (R" j+ ji e R' . on fl i ~ que (x,i:,ji) "M t li n poi n t co l fi .. L(X,À,/l) s' i l vé rifie les deux
ill é gali ~ és :
(1) L(x,i: ,p) :S L(x,>:.i:i) V x e Xa.t
( L(x, i: ,jil = Inf L(x.i: ,j'i)
' ''x...
(2) L {x, À ,~ J :S L(x,t:,ji) V À E (RT V /J EW
( L(x .À,J') = Max L(x,À,/J» )
~E(R""
~R'
l' our un point -co! (x.i:.ji) de L(X.À,/J) on d émou~nque ;
L(i' ,i: ,m _ Max Min L(x,À,p) _ ~l i n Max L(x,À,p l
~E(R"" ' Ex... ' EX", , ,,(R"')"
~,.
d 'où i'est50lution du prob lt-me primaI (Pl
On en to nd ue la cond it ion suffisante d' u ist ence d'un opti mu m globa l x pour le probl ~me (P ):
(3) 1 Si L(x,À,u) ad met un poin t-c ol, (i'J,m. alors X est op timum globll.lde (P l
R éciproque me nt . s i le pecblê me est convexe (r conv..xe, Si co nv ..xes , hl affixes) et SoUs
l'b y por he se de quaill'Ieatlon d_ eo ntra in te s , il ex is~e un point-col de L
De plus , les deux iné gal it és cU Mt ér isant le poin t- col (1) d (2) sont équivs lent cs au x con ditionMde
K iibn et T iicker .
\l. J,(i' J ,p ) _ 0 H
nl(x) = 0
À; l!b ) _ 0
g;{x) :S 0
À; ?:O
Sous une hy poth èse de quali ficat ion des contr aintes, ces conditions sont nécessa ires ",<'mp ..n denoM<
du cas convexe
Le r,; su l ~at (3) est va lab le pou r r convexp ou non convpxe, f,g"h l d iffér en tiab les ou nun , Xa<! quel-
con que. Le problèm e es t qu e, ..ouve.n t d ..ns le. CII. S de p r ob lèm ..s non co nvexes, il p..u t ne.
p8.Jl exister de point-col, C' est pour quoi <lu u le c"" de tels prob lè ml'5, On introduit la. notio n de
fonct ion de Lagt an Ke gén éra lisée (ex: ronction de l. a~ taJlge augment J,e ), que nOus aHons d écrire par
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l",s u it.,.
On dé finit pour À E (R m)+ la rone t ion du a le w(À,I') par
anc l'bypoth èse que pour to ut À E (Rmr IJ E (U.") où w(À,IJ) li. Une valeu r finie , il exil>te i" E X.~ t'"
que W'{ À,l'l """ L(i",À,J' )' oo peut écrire:
.u(À,I' ) eoIt une ronction M nC3.Ve de À,I', com rnc envelo ppe inré rieur e d 'une f",mi ll., de fonc tions affincs
en (À,I' ).
Si un poilli..-co! existe pour L(lIO, À,I' ) , on sait qu 'il donner" la. soluti on i ail prob lème (P l et sa
eeeherche peut se faite en résolvant le pr oh lè m e dual (0 ):
Cett e recherche correspond bicn à la ..ésolution dan.. X..t (e'c" t- à-d ire qu'on respecte sur " de" con-
trai nt es h ent uelles non dualis èes] d 'une suite de problèm es d'op timis atio n sans cont raint es h ou g
(eont ra in tes dua lisées).
Po u r r ech e r che r le maxbn um d e la fo nct io n d ua l.., o n u t ilise SA prol'riété de co n CAvité pa r
r a p po r t a ux va r iah lea À et l' et la p OfNil ib ltî t ê de calc ule r un so u lI-g radi..n t de cette fonc t iiln
l' Ar r ap po r t a uX vuiahl.,a À et l' .
Nolo nsen elfetla propriHésuiv&ntc:
a.lors pour tou t y E Y(X,l' l, g(y) et h(y) so nt deRao " .....g radien tll de '" en X et l'
De plus si Y(X,I' I cst ré duit li. Un poin t un ique (si L(.,X,I' ) est " trict.o1 ment convex e per exem ple), alo'I>
", est dilfé ren tiable et g()'), h(y)sont de" grlld ients de ", en Àe t j"
O n u tili .." d ... m " t ho de.. c .....,. iq u..s de g r a di en t ou "mIlI- Rra d i..n t pou r ....ch..r chee 1.. max_
im um de w(X,j' )'
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Si 1., probl èm ., (P) admet un po int- co J, 1. IoOhnÎon du I>robl ~m., dual (D) t1on n ~ la solut ion d..
prob l è m~ prima i (l' ):
\ Iu(D) >= w(),', I'"> = q,,' I _ \f in(P)
A l'op t imum si la fObctioQ dual., o.Jt'SC.d;IU ....n ti.b~.I~ II:rad...nta d., o.Jp u rapport à),,,, • en )," ,1'" 50Ilt
({.).,th(,,· )
SI 1., p rob lè m., (P l D'admet paa d., point-eol, la solurion du probl "rn .. dnl (D) doune un.. solut ion
infér i.,ur., lt.l. wJ ut ion du probl ~ me pri m. 1 (P).
En efret d.. mani tr egén ér.le on .
L. sol utio n du problè me du al d&/ls ct clUIn·.ppo",., rien, 00 n·obti.,nt pu une ap p...,hh de la sol".
t ion,," l.,s coMraint esdualisf espeLlv.,nt ncp.... éH., .!ll\ti"rait ....
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Donnons deux algorit.hmes priucipaux dc r ésolut.iou du probl c mc dual:
-> l'algorithme d'UZAWA
-> l'algorithme d'ARROW-HURWICZ
Algorithme d'UZAW A
A chaque pas de l'algorithme, k, pour des multiplicateurs X" (associés aux contraintes inégalités
Jualisées), etJlk (associés aux contraintes égalités dualisées) fixés, on calcule coniplë tement Ia fonct.ion
dualew()"k,/lk).
Ainsi au cours de l'algorithme il est possible de suivre l'évolution de la fonction duale qui est con-
cave par rapport à )",1'. Les valeurs successives w()"k",k) doivent croitrc de facon monotone pour un bon
comportement de l'algorithme.
(a) On part d'une valeur)"o > O,/lo
(b) àl'itérationk,ollestaupoint)"k2:0,/lk
.oncalculelafonctiondualew()"k,Jlk)= Mi." {f(x) 1 )"kg(x)-+-Jlkh(x)}
xEXa.d,
=f(xk)+)"kg(xk) + /lkh(x k )
(c) g(xk) ~ (gi(Xk)) i El sont des sous-gradic li ts de la fonction duale w au point X'i.u''
h(x k) = (hJ(xk)) 1 E L (dcsgradients dans le cas différentiable)
• Ondéfinitdenouveauxmult,ip!icateurs )"k+l "k+! par:
)"k+l = Max {O,)"k+ 19(xk)}
pk+l =l'k+/h(xk)
avec pk pas de déplacement àl'étapck.
(d) Sile test d'arrêt est vérifié: FIN
Sinonretouren(b)
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Algorithme d'ARROW-IIURWICZ
La différence avec l'algorithme d'Uzawa est qu'à chaque pas d'algorithme k, pour des mutipli-
cat.eurs )..k et J-lk fixés, on ne calcule pas complètement la fonction duale w{)..k,J-l k). On se contente
d'effectuer un pas sur les variables primales xk dans la direction - 'lx L{x,)..k,J-lk), puis un pas sur les vari-
ables duales dans la direction + 'h L{xk+1,)..,J-lk) ou + 'V~ L{xk+l,)..k,J-l).
L'inconvénient de cette méthode est que la fonction duale w{)..,J-l) n'est jamais évaluée au cours de
l'algorithme puisqu'on ne fait jamais de minimisation complète en x de la fonction de Lagrange à )..'{'
fixé. On démontre que la distance euclidienne de (xk,),k,J-lk) à leurs valeurs optimales (x',)..'",') décroit
pour un bon choix des pas sur les variables prirnalcs et duales (é,pk), mais cette distance n'est
évidemment pas évaluable pendant le déroulement de l'algorithme, l'optimum étant inconnu.
(a) onpartd'unevaleur),o~O,J-l°
(b) à l'itération k, on est au point X" 2: 0, J-lk,xk
• on effectue un pas lesvariablesprimales dans la direction 'VxL{xk,),k,J-lk)
avec fk: pas de déplacement à l'étape k et Il: projection sur Xç,
(c) g(Xk+l) = (g;{Xk+1)) iEI
='V"L{xk+l,)"J-lk)
h{xk"1) = (k)(xk+1)) lEL
= 'V~ L{Xk+1,)..k,J-l)
• On effectue un pas de gradient sur les variables duales, suivi d'une projection sur (R n)+
pour la variable )..
)..k+l = Max {O,),k + 19{X k+1))
"k+l=J-lk+ pkh(xk+1)
avecl:pasdedéplacementàl'étapek.
(d) Si le test d'arrêt est vérifié: FIN
Sinon retour en (b)
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III.2. Résolution du problème (P) par méthodes duales lagrangiennes généralisées
Reprenons le problème (P) et à chaque contrainte inégalité gi (i E 1) associons un nombre réel Ài
et un coefficient c/, à chaque contrainte égalité hl (1E L) un nombre Pl et un coefficient ct
• On définit la fonction de Lagrange augmentée (Rockafellar (1974» par:
= f(x) + n, (g(x),À) + < Il, h(x) > + f Il h(x) 112
avec n.. (gi(X),Ài ) = i-{Max (0, g/x) + ~)r~
et Ilh(x) 112 = < h(x),h(x) >
Nous allons montrer rapidement pourquoi dans le cas du lagrangien simple, s'il n'y a pas de point-
col, on ne peut pas réduire le saut de dualité et pourquoi en choisissant convenablement les coefficients
(dits de pénalisation Cil et C12) suffisamment grands, on peut trouver un point-col (local c'est-à-dire pour
xE V(x") n X'd) pour le lagrangien augmenté et dans ce cas obtenir un minimum local du problème pri-
maI.
Prenons le cas simple d'un problème (P) avec contraintes égalités seulement.
Cas du Lagrangien simple:
--+ Introduisons la notion de fonction de perturbation qui est le coût optimal 4>(y)du problème
perturbé (P y ) suivant:
{
Min f(x), x E x.,
(P y ) : sous les contraintes
hl(x)=Yl(IEL)
Donnons quelques résultats sur 4>(y)(Minoux (1983))
* Si (P) a un optimum x fini, li est un multiplicateur de point-col si et seulement si l'hyperplan
d'équation z = 4>(0) - li y est un hyperplan d'appui en y = 0 de 4>(Y).
<=> Vy E R m 4>(y)2':4>(0) py
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~ Si on définit la fonction duale w(i') = ~l~ L(x,i'), L étant le lagrangien simple, on montre que <p(y)
est toujours au-dessus des droites de pente -il passant à l'origine y = 0 en w(i').
<=> 4>(y):::: w(i') Jiy Vy E R m
~ La solution du problème dual {Max w(i')} est l'ordonnée à l'origine maximale d'une telle droite.
J.&ERm
On peut trouver un point-col, si on trouve une droite de pente -Ji passant à l'origine en w(Ji)
et tangente à 4>(Y) et on a alors w(ïi) = 4>(0)= Min(P).
' ...
"'~"----~::-
1",l', 1 _
l -,
1
1
1
1
1
y=g(x)
<p(o) - min(P)
w(Ji)= max(D) = max(f(x)+i'g(x))
W(IL) = f(x)+i'g(x)
Représentation pour y unidimentionnel
Figure 26
Dan, le cas présent on ne peut pas trouver de point-col, le saut de dualité est 4>(0) w(Jil
Cas du Lagrangien augment.é de Rockafellar (1974)
-+ Si on note w(i',c), la fonction duale augmentée correspondant. au lagrangien augmenté, on montre
quew(i',c)estl'ol'donnéeàl'originey~Od'unepara1.>oleJ'équation:
Z=ZO-i'Y cllyl12 (c > 0)
située partout en dessous de la fonction 4>(y)et tangcnte en yOau graphe de 4>(y).
O n peut t rou..er un point- roi l i la fonct ion -'<1) ad md en b - 0, otO)) une fooet ion d.. upport qua-
dr ..tiq ue conU y...
-<,)
t>(O) _min(P) _.:.('; ,c)
.:.(" ,c)
Hepri senta tion pour y unid imenl ion ....1
Figure '21
U est pl~ r&cile pou r la fonct ion 06(7 1 de ... t iarairc ce II:c nrc de cOIIditioo que c..lI.. rcq uj.., d"nl le us du
b;ra.nll:ien ' imple
O u voit au,.,i que la ....leur de e joue un rôle imporW1l,t po;>Ur pou voir tl'OlJver une par ..bol.. don t 1..
cOIOCAvit t lu i per mct d 'f tre t;ang..n~ ..n (y __ 0, 4{O)) il ~1 1 .
D..nl l' ut Ilisation d' une mhhod.. d.. I. ..gn.nll:c ..ugmenl i e , on peut pour ~ch..rc her à rh oudr e le
pl obl ~ me dUlll (D) ct u tiliser COmme <lana lc cas de la mH hode <le L.attr;allge s implc 1.,. alg ori t h m es
d ·U . a w a 0 11d'Aeeow -Huew lc s
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Cont r ainl.ell i ga lité .
C ontr ain u . inéga lit é.
Rema r q u e :
Q,.a nd à l'ha~ k de$ .1~~h rnr1l. on ~ If~dur un p~ sur 1.,. ..ari.bl~. dual.,.. oB ob~if. nt·
C·~ $1.-- à- di N! qu'on retrocv e dana re ( 11$ là . 1. mêrn~ ~ mil;e • jour qur pour Ir cu de l 'u ~ iIiUo~ ion
d' un lagran gien simple.
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N. Applications à notre problème
• Pour écrire les conditions d'optimalités du problème, nous utilisons l'exemple d'un réseau à deux
branches (qui résume tous les cas possibles de réseaux) et nous indiçons les noeuds de la manière
suivante (Figure 28):
~---r
~-o-------<>----<X::"- Ô
012 Nst-lNst~
1 ,-_
2
~~
Nst
Figure 28
• Nous utilisons une méthode de lagrangien augmenté.
Pour chaque contrainte dualisée, nous introduisons les notations suivantes pour les variables duales
et les coefficients de pénalisations
[
- contraintes a la chaufferie 0o"(j) :::: Oo'(j) v: -+ '10(j)
-contraintcsauxechangeurs Ok"(j) :::: fk(Wk(j)) vj -+ Ilk(j)
contraintes en pression ~Pk(j):::: gk(Qk(j)) v j -+ l/k(j)
contraintes finales Tk(i,N) = T,k(i) Vi -+ Pc~(i)
contraintes finales 'î\(i,N) ~ T,k(i) vi -+ Po~(i)
• On peut écrire la fonction de Lagrange augmentée du problème L.
Si on note À un multiplicateur associé à. la contraint" rj>(x)(= y), c étant la constante de
p énulisation du lagrangien augmenté, lafonctionL comporte les termes suivants:
- pour les contraintes égalités (rj>(x) = y ~o 0): .po(y,À) = Xy-l-c f
- pour les contraintes inégalités (rj>(x) = y S 0): HAy,À) ~ f (max(0,y+~»2 i-
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Que l'on cherch e à ca lculer complHe ment la fonct ion duale (utih sa tion de l 'al gori thm(' d ' Uzawa) nll
que l'on cherche à minimiser par ti ellemellt la fnllninn de Lal',rang e (ut ilisa tion de l 'a lgorit hme
d'A rrow-Hurwics]. o n eat ob lig " d.. ca lcu le r II' g r a dien t de la fonc t ion de La grang.. p ar n,p-
po rt a UX v " r i"blee d e command ..... C., ca lcul n·es t pas ab~ ;, cause des relation s imp lici tes exis-
t ant dans le rh eau Pour cela 1I0 1lS int roduisons un art ifice de enlc ul. que nous exposons maintenant .
P OSO Il . le prohll.m e d. ffianif,re ~~ nhal e .
o Soit "Il e (on d ion f{X,V) X E R '
U E R '"
on a. des r el a t kUUI lia n t X et U: X _ g(X,U) qU'ail peut all.~si exprimer plU"; X = ~ (U )
O n lIu pp o"e l'ex is t ene,, e t l' un id t é de 1...so lu tio n X d" l' '' ,,u at inn iml' Iicit .. pou r to ut U
o 0 11sou ha it e c.lcu ler -ih- ((X,V), BOU'"X = g(X,C) ou X - 'i' (V)
"* r(X-U) - r~ (X,V) -f r~ (X,V }_ ~' (V )
et ", ' (U) = g:d X,V)."" (V ) + gu (X ,V) ( 1)
o Int rod uisons la.va riable p vhifi"n t : p - p Sx(X ,V) + r;(x,uJ (2)
f (l ) p1ll" 1' ;" gauch..
~I lIlti p lions \ (2) par ",' à droit e
P 'i" (V) - p sx(X,V) +' (U) + P gu [Xj,']
- Plx(X,V ) ", ' (V ) t r; (X ,V) ",' (V )
d' ou l~ (X, V) ", ' (V) = P gu (X ,V)
et 1; r(X,V) = r~ (X ,V ) + P gu (X,V)
o Ainsi s i on pose L(X,V ) - r(X ,U) -f p (g(X,V) X)
-ib-r(X,U) - -âfr
a V"C p d'fin i pa r ~ -= 0 _ r~ (X,lJ1 + p ~ (X ,V ) p
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On ~ut doo e feri .... une nouT~le fone tto n L, f ian t la -.on, rut de la ronel ion de lavan~ au,m~ntée
L.. el des krmes du typt! p(c(X,u}-X'l , P ~ut il"" nommfe vari able adjoinle dilKrHe aA.voe if e à la
eOll.trainte d 'hal s:(X,U) = X.
Nous OOnOOI1$ mainkDall t les not at.tol1$ut.iliBrn pout Ica dilfhenus T.r;.h~ ad,join tn .-oeif." aux
différenks "'q u ai "' ''' d 'plal:
T. (i,j) _ FA.'(T. (ij -l),T. (i.l ,j·I ),S. (j - l )) - p.( i,j )
_ 'i\ (i, j } _ FH.l{'I\(i,j- l), 'i'.(i - l, j -J) ,S,(j -l)) v.(i ,j)
- Q.Ol - 4>. (T. (I,j)) l'.W
~ (j) _ -l'.(T. (LiJ) ~.(j)
S.Ol - S,ulH + Q. ..(j ) ~(j)
.1Pa;(j) -.1p. -IU}--n -,(...) - &,Hl
IV.1. Bc riture du Lagrangien augmenl~ L,
Bur la J'l anehe
,~, I ~, [ , , <,. ' , ]
+ .~1tEa j.",(i) (t .(i,N) t . ('Il + T (t~ i ,N) -t, (ilf
'i','W ]}
... rb.~anehe
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5u r !a ~anch~
IV .2. E e r-it.u ee d u L a g rang w-n é la rgi L
L _ L. +L +( ... t .. H
• L: Parti ., du l~ran~u qui corft'Spond . ... reluions d'hu en chaqu., _ ud (dfbiu, t.,mpérUur... ,
diflë~nc" d., plUl!!>on) c\ . Ult relat iont d 'hat dans 1" canalisations (intill ratioo d... l.,mpératul'<'S)
II U . 1. br&D~h. O A ,
L - ';; Ï: Pa/i,il [rAoltWgU- I),Tofij-ll,Tg(i-l j - l)) T.li j ) ]
_l.~_ '''1 1-; . 1
[m.l("' k(H ),"\( i ,j - l ).f~( i -l ,i-l l) '1\(i ,j) l}
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Q,m] )
';m])
• Cette formulation ~ol"R'<pond au t U où On en ~· i ""!l"e Ulle v.....ia tioll du r ésistances hydrau lique,
liné iqul'!l av e~ le niveau des tempé ret.ures dans les canalis atio ns
• i.: P art ie du Lagrangien qui ~orrespond I\U ~ re la lio" ~ d 'état cil chaque noeu d (d ébits , temp éra t ures.
diffh" llces de pression) , et aux rela tÎons d ' état dans lea e anali",,~ ions (in t é sra~ Îon du ~emphatu reB)
..u r la b r anehe AC ,
• L:ut construit d" la même maniere que C, I", u r la b ranche A D .
[FR~I(W.(j - I ),T. ( i ,j-I ),i\ ( i- J ,j - l )) l \ (i,i) J}
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[t, ,l",.•.n t,lo,n]1
• Il : Pa rt ie d u I.agran gien qui to rr"' po<Id "u~ rela tions d'é t at a u noeud d 'embranehem e nt A .
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IV.3. Ca lcu l" dell équa t io nll d 'o p ti m a lit t. du p ro bl è me
On ta leul., tou t d'lIooN lu rrla.tions vhifi ~" par lr~ vAriablu ad}oint" rn rai~an t ~ - o .
Ca r alcub !!ont n por t ta Pli Ano u r 1
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CHAP IT RE vu
RE SULTAT S DI '; SIM ULAT IO N ~T D'OPT IMI SATION
Dans Ce chapi tre, nous rap port.<.>ns quel qu ~s en mples de simula tion et d 'op ~im igat ion du co mporte_
ment dynamique du r èeeau, 'lue nous avons choisis dé libér ém ent très s imples , alin de pouvoir faire facile.
meRl que lques analy~ e~ remarques mais les a lgor it hmes de simulat ion el d'o ptimisation peuv ent étre
uti lisés pourdesrésell.ux arboresce ntsquek onques à llnechaulrerie.)
Nous cherchons à mett re en hidence 1." pa rti cular it és de chaclln des ~rois achém"" num ér iques
NOliS dunno ns lu coùte de foneticnn em ent obten us pour les tr ois seh émee, les ~ariations de e...
coû te en fonction desd iscrét isat ions cboisil'S
1. S im u latio n
No us a~ons eflectu ;' des aim u ta t.io R.lldu co m po r te me nt dy n lLmi'l ue d e deux r é llc lLux aim ples ,
polit mieux an aly"" r 1.." résulta"" obtenus, bien que ln prol'lrammes de simulat ion soient utilisa bles pour
des r é. eaux arbor escents de taille que lconqu e
Nous avons sim ulé le comporte ment dynamique des deux réseaUll en ut il i." n~ le. troi s sché mas
numériquesdénitsaucours del'étude.
Nou s avons cherché à m et t.r e en év id ell ee les p .. r t icul a r lt.é .. d ue.. ft ch&q ue m od é lisat io n .
1.1. Sché m atÎ><ation des r\~~aux é tu diés
R~SEAU 1: C 'est Un r h eau linéai re à une chaufferie et deux soull-sta tions, p lacées aux noeuds 2
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RE SEA U 2 : C 'u t ull r és ea u a rboretl cc llt ll. une eh!lufTeri e t t quatre 5Ou:;-~h.t. io ll", placées aux
eoe uds 2. 3 . S et 7. Us noeud. ~ el 6 _t des """, udo.fin Ir" .
F'igu .... 30
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1.2. P 'r èee rrt.a t.io n du t ype de s im ula t ions r é a lisées
;-O;ous allon~ donn er des r~su ltat,"de simulat ion obtenu s lors des essaie suivante
RE SE A U 1
Nous avons sup pœ é 'lue 1" demand es aux sous-s tat ions 2 et 3 varie nt brutale ment à la m~me date
not ée t,~ .. ~.m et 'lu 'elles augmen tent .
Kous Avons in lrod uit une cou rbe de comma nde simple "/1 forme d'é ehelon, la da te de change me nt de
comm ,,"d e est not ée t,hl' ,~"'. Le premier niveau de comma nde est le niveau opti mu m sta tique
eorrespondant AUprem ier niveau de demande dans 1.. réseau . le deuxi ème ni" eau de commande est le
niveau Ol'timunlstatiqueeorresponda ntau d..uxiè menive8urle derua nde dan s lc rheau. 1.11 date de
chan gement de niveau de commande peu t Hr c variah le afin de si muler une anticipat ion tr op ou l' ''''
""'el import an te 11la chau IJerie sur la vari at ion de d..mand e dans le réseau.
Da n;, l' .....a i ra ppo rt é dans ce mémoire. nous IWOn" choisi UM date d 'anti ôpation suffisa '''''' cnt im-
port an te pour 'lue le froM ehaud par ta nt dc la ehau IJerie pa rvie nne aux 5Ous-stations avant la date
de chan gement de dem ande.
Figur e 31
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R E SE A U 2
Les <iemand ,·s ne changen t pM auX noeuds 2 eL~ .
Ladem ande chlUlge 1.outd 'abo rdaU l)(>(ud3 et dim lnue,puis eJ1e chan gc IlUnccu d r ei aug;rnent e
Nous avons intro duit une cour be de commande s imple en fo rme d' f chelons, la dat e du premin
chang eme nt de commllnde l' 51 not ée tAJI <0111' 111 date du deuxi èm e changement de commande en
lIot ée tJoJ' oom Le premier niveau de comma nde U I le niveau optimu m stat ique correspondant au
premia niveau de dema nde da ns le rh eau , je deuxièm e niveau de comma.n<le est le nive au o pti mum
sLatiq ue correspo mlant IIUdeuxi ème niveau de demll llde dans le ré* au , le t roioièm e niv eau de Cam_
mand e est le n iveau optim um stat ique correspondan~ IIU tro isièm e niveau de demande dan s le rés eau
Les <tllte" des change ment s de niv eau de commllnde correspondent œux da tes de ch angement des
de mandes, c 'est II dire qu'il n'y apasd'llnt icip'lli oll à la chaufferic sur 1l:lJdates de chll.lIgernent des
dem an dea aux sou8-su tkms.
L
uL+---I -------.---.
w, C'----------
w,L--- ------'l
Figure 32
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1.3. Cuadéri ..tiques dee r éseaux ét ud i ée
Nous donJlon~ en Anne" e U le. ea rll.eté rÏ8t iques ùes deu x r éseau" ét ud ié s (lollgueur et
diamtt re descallalisllt ions, caract érigtiques des '>ehangeur.>,dcmallde" aux éd ,angeurs, ...)
R E SEAU 1: Pour ce r"..,a u les ca racté ristiq ues des condui tes d d.-a éc hangeurs ont ét és relev ées
sur des por tions du réseau d ~ Lille , gé ré pa r la Comp agn ie Génhale de Cha uffe . Ma is 1..g cJl.lla lis"-tion s
co rrespondent il du tronçons proc hes du d ép art chauff..ri.. et 80nt donc lIurdim..nsionllées par rapport 11 la
taill.. de ce p<'tit réseau et aux puissan ces app ellê ..a
U S puissances requiscscorrespondent à des fonctionnement au tiN'lIOU au quart de la pui ssance
ma.ximum pouv an tétre demalldée aUXée hang..urs
Les v lt...a...... r é . ult .n...." daIll< le r éseau IKm t t ,.;'s faibles et Cil dessous de la moyenn e des
vitesse" cinulant dan s Ics r" .., aux class iques . P uis comme les pertes d e charge le 10111'1 du " " "" au (qui
son t por por ti on ll " II CS à ~ ou -6t , Détan t l c d i amèt re d es c llll al isatî o os (cf. rele tione Hl.Lt] et (11.12) au
chapitr e Il) so n t ta iblto.., les opt ima calcu lés pou r cc rhcau soot sit ub il. des nivta ux dc tempér at ures
M-~ lI blllllles, c ar de rorts d é b i t3 l1 e SOll t pM t r ès p é n"l isan ts pou r le coù t élcc tri qu...
Le coût élec triq ue a une eootribut ioll tr ~ s minoritaire par r....pport au coÎlt thermique dana le cal ~u l
du coÎlt tot al.
La sous- st at ion où la van ne de ré gulatio ll est grande ouverte est la vanne de la sous-s ta tion 3 sit.u ée
ell bout de rés eau.
R E S Jo;A U 2 , Pour Ce rés eau les cara.ct h istiqup s des conduites et <les échangeurs son t relevées aussi
SUI' des po rt ions du réseau de Lille . Mais elles corresponden t à. des tronçons preches des noeuds
extrê maux. Les taill"""d..s ean ali&l'lt iollssonl adapt ées lit.la tai lle du ré sellu et des puissances requ ises
Le .. vites"" .. r ..6u lt a n t .... da ns le r ése a u ..on t be au cou p plua Im pnrtRllteo.. qu e d a n.. le c....
du pr emi" r r é_ a u é t ud ié et corre spondent lit.des vitesses c1~iques exist ant dllll<l les réseaux (ent re un
ct quat re mh res par ""coode)
En eo naéq uence Ip....pe rt .... d e ch.rge so nt beaucoup l' lu s im port an tea et t.." optima ca lculé s
pou r ce r éseau sont s itués à d.-a niveaux dc temp ér a turehallt3 l'1.<WC ié s à d..s d êbite fa ibles , Mil de ne
pas pé llaliser le coÎlt é lec trique
La sous-s~l'Lt ion où III vanne de r égu lat iOfl ..st grAnde ouverte est la Vanne de la aous-st at ion (7)
sit uée en bout de r éseau. On not e que les pertes de char ge sont l'lus impor ta ntesque dilnsle c8llduprem_
. ~, - "é l>eau ..0 ol>serva llt l' écar t entre la <Iiffé rellc" de pre"",ion . lI noeud (7) jll"l e ut ile à. sa t isra ire la c<>n-
u ai nte il. l'é chan !/;eur (7) et la différ ence de pre!l/:!ion a ll noeud amont (6) (puis aux a utres lI<>cuds amo nt..
suivant..). Il est importllllt et est dû aux p~rleS de charge da lls les canal isations elltr~ le noeud (6) ct (7).
00 ne voyait pu un tel te u t da na le cas du premie r rh eau en tre les noeu ds (2) et (3)
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1.4. E t.u d e comp lète dee deux lIÎmulat.ionll
Pour chacun d es d~u~ ré""alJx nOUII avouS ~ ffcc tué u ne simula.t ion du type déc rit cn 1.2. q ll ~ nOliS
dé ta illons.
Pour 1.. pr~ m ier ré""au nOUS aVOM effect ué une aimulat ion avec chaeun du trois sc hé mas , pour le
deuxiè me r éseau seu!emen t avec le prem ier et le troisième!IChé ma
No u!! r appor to ns en Ann".." Il pour ehac u n" .1.... de ux lIim u la t io ns ,
La d elleript klR d "" diou' retisa t lona adopt ées pour chacun de.. ..ché m""
les eoûts d e fo neti on n"ffl"nt intê",r ea sur [a.Trl oht el\llS pour les simu lat ions avec chacun des
schém llS.
Les eo u r b..,. d ' év o lul lon des eoû tll de fonctionnement , .le .. variab l"a d'états M~oc i é es aux
d iffére nt.s noeuds du rêsea u pour ehac un des schém ","
No us r..ppor tons aussi en Annexe 11dan a l' h ude de la premiè re si mulation :
Les mêmes ty pes de courbu d ' évolulion pour une d iscr ét isa t ion cinq rois plua line pour le pre mier
aehé maafi n de voir l'eITetde l' affinement de la d iecr èt isacion
Les coûts de Icnctio nne ment il\t égréa lIu r lO,TII,oot . nus pou r du discré t isatioM di lfhentes pour cha.-
cua des troi "s<;hémll.ll.
SIMULA T ION 1 lIur]e RE SE AU 1
Dates in terv"n an t dAn. 1.. aim u la tio n .
• dau de dé but de simu lati on (= ln)
- date de lin de simulatio n (= Trl 30000 •
• da~ de changement de commande SOOO Il
d llu, de changement du demand es aux noeud.2 et 3 2tXlOO Il.
Dan s cet te simulation, le front cbaud en chauff erie ar rive au noeud feuille 3 avant la da~ de
changement de d" mand~
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SIMULATION 2 sur le RESEAU 2
Dates intervenant dans la simulation.
-datededébutdesimulation(=tol
-datedefindesimulation (=Tr)
-date de changement de commande
-date de changement de la demandeen3
-datedechangementdela demande en 7
1.4.1. Remarques qualitatives à partir des courbes de température, débit, différence de
pression pour les trois schémas
• Allure générale des réponses obtenues à travers les trois schémas
Les réponses en température obtenues à travers le premier schéma ne sont pas raides contraire-
ment à celles obtenues à travers le deuxièmc sehéma ou le troisième schéma qui respectent les
discontinuités. Mais les réponses ont la même allure générale.
• Détails différents dans les réponses, dus aux particularités des schémas
Pour le premier schéma la diffusion numérique incline le front raide que nous avons introduit
en commande pour la température en départ chauITerie: le front chaud semble arriver aux
feuilles plus tard que dans le cas du deuxième ou du troisième schéma. Ceci se voit très bien
dans les courbes associées à la première simulation sur le réseau 1. Avec le premier
schéma, à cause de l'inclinaison du front de température à la feuille 3, le niveau de
température n'est pas suffisant à la date de changement de demande, on voit apparaître une
pointe sur le débit. On peut voir que cette pointe sur le débit n'existe pas avec les deux aut.res
schémas, le front chaud étant parvenu à la feuille avant la date de changement dc demande. Le
phénomène de diffusion, qui explique l'inclinaison de, fronts, diminue avec une discr ér.isar.ion
plus fine du schéma ct diminue quand on estime à des valeurs moins importantes les d é bits max-
imums dans les canalisations, pour rendre la condition de stahilité du schéma moins sévère.
D'ailleurs sur les courbes obtenues la même simulation avec le premier schéma et avec une
discr é tisation en espace cinq fois plus fine, les effets de diffusion sont moins import.ants
Pour le deuxième schéma, le débit dans la canalisation sc construit à partir des débits aval
avec un temps de retard. On peut voir l'illustration de ce phénomène suries courbes de d é bits
ou de coûts électriquesinst.antanés pour la première simulation. Il semble que le coût électrique
(oule débit) ne varie pas avec un saut comme dans le cas du premier schéma mais avec un front
légèrement incliné. Lors d'essais en simulation avec différentes discrétisations, nous avons
observé que cette inclinaison diminuait effectivement avec des discrétisations plus fines donc des
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pa.<; d.. t ..mps pl u~ p..t il.ll.
Pou r le troiai ~m.. Il<'h~ma , Ies d;""ont i nuilé ~ sent parfaitement N'Speeté..... 1es lempér a tu re" et
les déhi l.4v aTit nt sal'lllllmort w.,mtn t. san sdilflJ5ion au t'Ou", dt'S int égrations.
Diff~ ....n ...... au .. ..... d iff.. ....n..... d .. pr ..... io n ..n t .... .... d pu x a;m u la t ion ll
La venn .. dt résulal ion t st srand.. oun rl t aux ée llangeurs (3) pour le RESEAU 1 ..t (7) pour 1..
RESEA U 2.
On voit, ecmm.. on l' a dé jà dit . qu.. daM la pt tmitre s imulat ion pour 1e RES EA U 1 1..5 pert es de
eharg ..s enlill:ne :lOnt tr h raibJn f'tqu.. l.... d iffé re neu d.. p r..selon ..ntre l.... """uds(2) tt {3) sollt
peu imponaJltes, eontraire m..nt Il ce qui se P""'l" dans la deuxië me simulat ion pour 1e RE SEA U
2 0ù lu pert es de cha!"t" en tre 1.. noeud (7) ..t{ 3).so nt impor tant ..s .
Il . Optim isa t ion
En optimb atio n, act uell..ment on utili5t un.. modé lisa tion bas é.. sur 1e premi er sch êrna
nu m êriqu ..
Nou-"avons effectué l 'ol' t imiaat ion du eompor te m..nt J yna miqu.. d 'un r êeea u t rès sim ple Il une
ehaufferi.. et une sous-stat ion.
Nous avo ns ensuir .. ét ..nd u l'étude à un rh "lIu linêeire li.Une chaulTerie ..1 dt'Ux sous-st ations
L.. prog rarn m.. d'opli miaation u t ulili""h l.. p<1u r n'i mpor t.. qu..l rh..au a!:>oreseent il. une
ehaufftr ie
11.1. R èeeau à 11 1" c:hal1ffe r ie et u ne !I0ulJ-lItll.li o n
;..rou.. aVOnS èt udlè 1... t ..a n. ilo; r ..11 ex;"ta n t en t r .. deu x , é",im"l1 stat ion na ir-es se
lIu ecé d a n t ..t corresptlnJ anl il deux ronction n..m..nt.a du t é ~ca" pOlir deux demandee il l'~c hang..ur
di fT~r"nt ..sou pour d..ux tari fs H......riqul'sdi!fér ..nt.a.
;..rous ;"i t ia lillOnll l' é l a l t h"'r m iq" .. d .,., clI.nll.\iHll.tiona par un niveau corr..,pondan t. au
pr emi ..r rêgime st ationnaire op timal ealc ulê pour la prpmiè r.. dema nde ou le pr..mi..r ta rif id ..ct riqne
;..rOU8 im po 80n a comme eo nt,," in"'" An.. l.. 1It1.. 1' ';'tIl t t h"'..mi qul' d"H U lnll. Jis .. tionA de
rejoi nd r", le " in...u ccr rcspcn dent aux deuxi fm e rê gime sta tionna ite opti mal calc ulé pour la
d", ux i ~ m .. demande nu 1.. d..uxifllle t arif é lect riqu..
Nou s avnns auparavan t fait qu..l'luescSIIai. d 'op timiu tion p"", rptrotlv..r djffér en t.aopt ima st a_
tiqu..a d vhifier que noue t rouvons les méllle!l r ésulta l.5 que ceux obt ..nus av"c lps cakuls effc..tués
pa r ull programme de modélisat ion du régime sta lique.
• Uiscr ét isa t ion :
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II .1. I . C a ra et é r is tl ques d u r .........u
NOUll donnon s les carac t éristi ques du réseau en Ann exe III
Il .1. 2 . Va r ia t ion d e de m an de .. l' éd llm geur
20 po int8 en espace .:lx ~ ~2,6 m .
.:l l _ 2.'t,7 s
600 p<linl.'l en k mp" T , = l ~ t20 s .
• De ma ndee a I'êe hangeur: w,
. T a rifs t nergh iques ·
W 2
d ate de var iation
é lectr ique
th ermique
2000 000 W
3215 s. ..... 12.'t ù t
On rappor t.. en Annex e n la courbe du températures a ller dé pl\rt cha ufferie ct a ller à l'a n; v h
lt. l' hhan geur sur la pr ermë re courbe, et la courb e d u d é bit a,,;~ié . L'op timislLtion a é té fai te pa r u"
algo rithme bes ê sur la méthod e d'A rrc w-Huewiea , et le rÜlIks t nt visua lisé a u 300'''''' pM
d 'a!Jlori th ", e; d ès le ZOO" ... l' .... 1.. co nverge nce ""t ""'t isfai~a nle_ No us avons fait la mê me op ti misa-
t ion à l' aide d 'Un algorit h me bMé s ur la m h hode .j 'Ul a" a et la co nVf'l"Kenee est atte inte a pr ès 20
l' .....d 'a lgorit h me environ (cha que it èrat lo n ét a nt bitll Sûr plus pé nalisa nte en te rnps caïc u l qu e celle
d 'Arro w-Hur .. icz puisqu'i l s'a git d' une mlnirnisation prima le complè te)
Il .1. 2 .1. Aspect qua lit a t if
On voit que la te mpératu.... d éc roit ava nt de mont er pou r auemdre le deux ième n ivea u ëta-
ti 'lu e, a fin d' au gmenter le d é b it L~'OOC i é pou r que le front d e chaleur e nvoy ê à la chaufferie ci rcule
mpid.m.nt vus l' é chan geur et qu 'il y ait moins de pertes th ermiqu n da ns la clllla lisatio n d ura n t Ce
tran spo rt
Le temp s d 'ant icipa t ion à la cha uffu ic par ra ppo rl à la date de chan geme nt de d emand e
eo rrespo nd a ux t.m p" de par cours de la canal i ~at ion alle r par le fluide .
On remarq ue à la fin de Ce domaine d ' é tude des oscillations qui !IOnt du es à- Ia d ifficu lt é pou r l ~
ayat~me de ~atisrai.... la eon tr aint.. final e. NOLJS avo ns r é al is ~ la m ême optimisat ion su r un horizo n
[O,T11 plus large , les osc illa t ions n1Iten t local isé"" en fin d e cour be et s ' ~ te n d cn t toujours sur la m êrne
large ur t empor elle qui .o .......pond eu temps nh~aire au fluide po lir parti r de la chau ff. rie ct att. in_
d re Je ,.t" ur cha uff. rie, e'ee r à dire pou r que lea can a1isat ionll al ler et reto ur se rem plissen t
No us re marquons aussi J'effet de di ffusion introd uit par le llC h ~ "'a, le "front" envoyé à la
c hau ffer ie s 'i ncl ine et provoque à la d ate d e cha ngeme nt de d..mllllde un pic su r 1.. d ~ b it , puisque le
_ Discr é ti sat ion:
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nive"" ther mique He vé n 'arri ve pas el<ac te menl À eeU" da t .. mais aVec un peti t ret ard
Il .1. 2 .2 . A s p ed q u a n t it a t if
Co mme 1I0us l' avo ns r,ul remarque r pour la ~i "' lI l a lion l , nOliS l'Va nS ch" i~i u n exempl e de
réseau o ., lu calla lis at ionB l'Ont t rès sur dime nsio nnèes rt nous estom po ns alol"$l'effet de s p..rtes de
charge deva nt J'e ffet dcs pert u thermiqucs .
Il . 1.3 . V aria t io n d e t ..... if é .....t r iq u ..
20 po inls en e"pue ll. x -= 52,6 m.
!H = ·I:>,a s.
3!iO poinUl en ..space T, = l a92c.s
_ Dcma llde à l ' échan geur ' &lIO OOOW
_ T a rirs é ners h iques: :1 pui" "
t hermique L p uië L
On rapporte en An nexe III lAco urbe d..s tem pé ra ture!<aller d~part c hau fferie et all e r à l' ar riv h
à i'éc hlUJgellr , puis 1" cou rbe d u d é bit a".'<OC ié
Il .2 . n""..a u Jo. u n ....h auffe , ÏI'!e t d eul< 8OU. lltllt io na
No",; rep reno ns l' ét ude du rh eau l , vu en simulat ion aur le même type d'ess ai, c'es t.-à_d ire u n
eha.llge men t des demand e!; aUX êehangeurs à la même d at e '
D a t ... interv..n a nt dans j' optim illa t io n
dllte de d é b ut de l'op t imisa t ion ( - !(l)
da te de fin de l'o pri misa rion (_ TI) 7877~ a.
date de change ment du dernend ee aux noe uds 2 et 3 3~ ~H s
L... pa. e n e. paee e t te mps poor le sc h é ", a lIo n t 1.... s u iva n ts ;
TlolIJ b l"e d c poi Jl~ de d i !oCr Hisat ion poll r la canal isat io n 1 20
• pas en ""'pKC eo rre"ponda.n~ 52 .6 r n
l'\()mbre depoin~dedi ''Cr étisatioli po ll rlacanalisn.t ion 2
p", eJ\ espK " corr Mp" nrlaM
• pas en t.empa
On ra ppo r te en An nexe III les co urbes d'ê volu tic n d es coûts de fonct io nnr men t , rie.. varia bles
d' H a""du rh ea u
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JI .2 .1. A~p,,<, t qu ali t a tif: é t ud.. d .... "o u rb .... o p timale..
Dan~ ~e t exempl e qu i es t si ruple (r h eau peti t eL linéai ,"", c h~nge men t d e dem a nd e à la m,;me
date pour les deux noeuds) , il semb le intu it i"em ent q ue la ~ommande opt imak po urrait res.'><:' mbler à
un é ch elon qui anriei pe sur 1... da~ d.. ch an gcm..nt de d emand e don t IO'!! d eux nivelUlXse rai ent les
niveaux opti ma statiquee, ou à Une sIlCC"!58ion de d eux éch~ l ons , un premier pour an ti cip er slIr la
va riation de d elllllnde 1\11noeud le p lus é loigné , puis un rleuxi" me pou r an tici pu sur la variat io n de
demand.. au l'remier n~ud . llya déjà un.. cer tainedifficul t é po urhaluerles da tes d 'an t icipa t ioo .
(plusqu.. d3 n" lee"" p técé de nt à un .. '>eul.. OOUl\-stat ion ) et cdu in tuit ion ne nous do n ne 'lU'UM
allurep"'lsibl.. de la comma nde .
Les t é sult a1.$nOUSdon n.. u" e n lUrb.. de co mma lld.. o pti male qu i ....mbl.. an t iciper à pa rt ir d 'une
e..rt " ine date a vec ulle ror me d"" " le déta il bien difrhellte d 'un ou d~ux échelons, ma is q ui pe ut en
moyenn e ressembler à u n éch..loll. On retrouve Co mme dl\ns 1.. cas ll. une sous-station Une "ntieipa-
t ioll sur 13 va riation de la d..ma nde auxsou....sta tions a u niv.....u de la~haufrerie, avee un .. di minu tion
du nivell.U th er mique av a nt un e rilmontée, a fin d 'ac~é l éur l..a vi t..""u ..t d imin uer 1"" pert es th ~ r~
miques . L'e ugmenta tacn "" {ait ~ n deux ét ap u , un .. pr emih e t.out d 'ab ord pour que le p....mif'T front
a t teigne 1... 'lOu'Y.t atio n 1,. p lus éloign ée et u n.. deux i r me po ur que 1.. deuxi" me Iron t atteill;ne la
ecus-station la mo ins éloi gn fe.
Da ~ ' /t ca, dt , é , ~ a n' pl." complez"" plu IQ"~', euee ..mbr an ehemenb , ~ "a lin.. "" n·lllion de
rlemande li de, dal" dilJh t ul" ,,1011 le, 1I0U.t" 011 "" pul pl.., ell"iu,e r ..nt uilc de ~ omm ~nd"
", d ' qu , .
Il est peu t-êt re pOOIIible par coutre, quand 0 11 a cal cul é la courb.. de ec mma nd .. optimale, d ''' 11
d èduir e un e couro., de commande , plus simp le (d a"", "o tu u ..mp le Ull éch.elon placé à u ne date
calcu lée par l'o pt imî'lCur), d 'utili~r I... si mul ateurs il, not re disp osit ion pour halu les aUllllle rlta-
rio ns des coûts d ue. à cett e si mp li fi~ at ion. et v...lider ou non l' ut ilisati on de l'o pti mi ur .
Nou'lIvon. rait quelque••o lnp...raisons d' ~" gen re sur l e cas de ~e ré'lCau simple.
Il .2 .2 . A sp .."t q UII.ntl tll t lf , étu t!.. de s co ûts d e fonctionn..m ent
Nou s a vons com paré les coû ....eor respondanl.s:
li. la cou rbe de eom mande so rti e d e l'op umiee ur avee toute s les OOlc illat ions d . la fin d e co urhe
d ue.àla rcchuche de lasatisracti o n <le la eont n inte fina le
,. la ce urb .. d. ~ommande !IOrt ie de l 'op timi....or li. laq ue tte on a r..t iré le. "",eillati o= d e ]a fin d e
~ourbe .. t qu'on Il remplac êee pa r le deuxi"m .. Iliveau optimum ~ tatiqu e .
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- à des courbes de commande en forme d'échelons pour lesquelles la première partie de l'échelon
est le premier niveau optimum statique et la deuxi è me partie est le deuxième niveau optimum
statique. Nous avons placé l'échelon qui doit permettre d'anticiper sur la variation des demandes
à des dates variables.
Les coûts intégraux dans notre exemple sont les plus faibles pour la commande optimale, ne
sont pas différents pour la courbe optimale avec ct sans oscillations. Les coûts intégraux pour des
courbes de commande en forme d'échelon" sont plus importants mais dans une proportion faible sur
tout le domaine d'intégration correspondant aux figures «1%); bien sûr la différence serait plus
importante si on ne se rapportait qu' àla zone où la commande calculéeparl'optimiseur est vrai-
ment différente de la courbe "échelon" C'est pourquoi nous ne donnons pas de valeurs chiffrées, elle,
correspondraient à des domaines d'intégration arbitraires qui n'ont pas de sens particulier.
Nous avons remarqué qu'une anticipation trop faible sur la date de changement de demande
induit des débits dans le réseau beaucoup plus importants (multipliés par lOou plus) que dans le cas
de la commande optimale.
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CO NC LUS IONS E T PERSP E CTIV ES
A Il' ~ u i te de ce ceUe H ude nous avo ns acquis plus ieurs ou t ils logiclele d 'l'ide 8. la gu tioll des
ré sel'uKde chauffag e urb ain
trois llim u la t<:urll du comportement dynl'mique du r éseau
un o pt im ise u l' du compo rte ment dynam ique du réseau
Le. s ;m u ls t<:u rs nOus permett ent de teste r le comporte ment du r ,; ~ellu race 8. certaines si tua tions
qu'on imp068 (variation dc deman des aUXsous-st atioue il. des da tee erbir raire e, var ia tion de la com man de)
et dan s cert aines conditio ns de fonct ionnemen t du rbull qu 'on choisit ar bitrai rement (dem l'nd es plus ou
moins rort u, éc hange ul'1lsous ou surd imensio nnh, eanl'I isat ions plus ou moins glU'l5es). On peut Hud in
les temp e de tran~i t des fronts de chale ur Il tra vel'1l le re seau; mal!,:ré les partic ular it és de chacu n des
oché mae on obti ent de bonnes infocmat ioWi 511 r l'a.Ill1", d..,. transitoires. On pe ut obt<: n il' d es
éva lu ationll de eo ût de (on et ln nnem en t JXlUl' d ive r8e8 . t r at ';gi es d e pll ntlo.ge h"uris ti ques
L 'o p t iIn ;seur nous fait d èeouvs-le cl... lo i.. de command e n on intuiti ve... c.. qu i la i""" il
pe nse r que lell op t im a d.. fo ne t lo nnem en t peuvent ,;t re va r ;'; . et d iJI,;r en tll d e eeu x qui pe uvent
c lass iqu eme n t èree im ...gi n '; lI. Cu testa en opti misat ion deviennent d .,... .. id es il 1' .. Pl' e..nt iR.... ge de
la co ndu it e d... r ,;Il....ux, d e.. ..ide .. il. la compréh en sion d e.. ph éno m èn " s se d ~ mul l'n t dans le
r êsea u, dea a ides à. la perceptio n de l' import ance que prennen t I~ coût th ermique ou le coût hydrau l i qu ~
dans le coût d'nploitat iofl, en fond ion du d imensiollnement du réseau. Ceci h ien sûr pouvait d éjà. H re
é sudi ê avec Ull logiciel modé lisant le comporte ment ~ tatiqu e du rfscau; maÎs ll'll ré gimes trll.nsÎklÎ"" s qui
dans certa ins cas de figu",s devienn ent import snts n'halent pM modél isés . c"" logicid s sont au.!Si des
oucils pouv ant jus tifier des innova tions dan a la conduit e des r éseau x. NousavQlIs vuque selon le eho ix des
c a rac t éri.~ t i q ue s du r éseau, nous pouvons ob""n; r d~s effets hyd ra uliques plus ou moÎns importan ts el nous
placer dan s d"" conditioJU plus int êressant ee d 'essa.is d' opt imisa tion du réseau. De laTges voies ~llt
ouvertes da ns le domaine du test des logic icls concernll.nt le r ~gim" dyn alnÎque et ce sont de nombr eux
"~s ais dan s des CM jud icieux qui sans doute sont u p.\bles de Iee rnir de plus ampl.-s j ustifications d..
l'i nt,; rèt de ce genre de logiciels .
D 'au t re par t act uelleme nt les logiciels dc simulat ion sont d' utilisation tr ~ 8 ai. ,;" et les sorties
visua lisées graph iquement apporknt une aid e à l 'int e'l' rf-tat ion simpl e et rapid e. Le logÎciel
d 'o ptimi sation blL'lé sur un algorith me d 'Arro w-l:Iu.... icJ présc nte encore la diffieulté d 'a daptation des
e<>d ficie",s d.. " é n..J i ~I't i on et du choix des pM Sur les variabl.... p ri mal e~ et duales. Pa r con tre le logiciel
d 'opt imi slltion bas é SU T un algnr ithm e d 'Uuwa devient d 'ut ilisa tion bea ucoup plus $Ouple . Il rest e encore
un t ravail ll. Iourmr pour choisir les optim ise u~ uti!ish~ da ns la pa rtie mini misa tion l' r imale qui soien t les
mieux adap té s (rapp ort entre la qua lit é de converg ence et le temps de collveq"ence), et pour obt enir Une
lldapta t iOll astuci euse en cou rl d 'al«orithme des pas sur les vari sbl e~ dua les. T OIIl ceel qu i est totalement
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ANl\"EX EI
ECRITU RE DES CO NDIT I0 1"S D'O P TfMAI.I T E DU P RO RLE M E
Utilisatio n d u sché ma decent r ê
Ec ritu re da ns le cas d' un réseau a rborescent à deux branches
1. Ec ri ture d u La&rangien augment~ L.
&u r la~ranchc t:w ] }
'-, { " [.. • • A" .]
..- E 1: p,.(i) (T ~(i ,.."I) T, (il) + - (Tk(i,N) t < (i)):
0_6 1-0 2
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surla~Lanche
sur lal'Janche
surla~anche
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2. E criture du Lagra ng ien e la rg i L
• L: P arti e du lagrangi en qui correspond aux relat jon5 d'h3~ en ehaque noeud (débit&, tem péra tu res .
diff érences de ,,~~ioll ) ct aux rela tio ns d 'é t at dan s les catl l\Iisatio ll5 (int égra t ion des températ ur es}
s ur la b ranch e O A.
+ '1:' f Ë '1J,0l [<>k(et(j) =T.(O ,j),W.4(j)) Q.fil ] )
.-1 l i- Mo+!
+ ~ { Ï: (.m [••(O."ti)-TI(O,j j,W.d(j )) 0:(j)] }
. _ 1 )-Mo+1
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.. <;..t t .. forrnullLtion cor r""pom' au cM 0\' on ..nvi""K" un.. variation des rhislanc..s hydrau liQuPs
' Î n ~iques avee 1e niveau des te rnpér"'lures flans les ca na.!i' ation s
.. L: l' lIrt i.. du Lagrangi..n 'lui corr""l'0n d Il.U X r..lat io!l~ d'~lat en chaq ue noeu d (di'b il!:l, tcm p~ raturel,
dilfcre ncf'S d.. pr..... ion),"l AliX reIa lions d ' ~ tat flans I..s can lllisaliOlls ( intf~ation dps te mp"rlltur""J
HU " 1... br ...nch .. AC .
• C ".,t construit d .. lA mi m.. mM ih O'QUO'(" po ur 1.. branch .. AD .
- 17 5 -
• 0, Pa rt ie d" Lagrangien q\li corresJXlnd ,.\lX relati ons d 'état au nOf'ud d 'em br anchemen t A .
&pdl) ] )
-176 -
3. Dérivation de L par rapport aux variables d'état du problème pour obtenir les
équations adjointes
o NOEUD RACINE k = 0: Dérivation par rapport aux variables d'état au noeud chaufferie
" Calcul du gradient de L par rapport à ~Po(j) j = l,~-l
* Calcul du gradient deL par rapport à~po(~)
* Calcul du gradient de L par rapport à lIo"(j)= To(O,j) j = 2,N-l
~= aJlh(SO(j),Oo"O),OorO»~t
aOô(j) aoo'O)
+ (1-0'0 ~t) W~~j) Po(l,j+l)
ailes [To(Mo,j)-lIô(j), T/uO)1
aXl 0,0) :v;:~(;/
* Calcul du gradient de L par rapport à 0o'(N)= To(O,N)
~ = 1 aJt h (So(N),lIo"(N),lleJ(N» Cl.t
aOo"(N) 2 lIo'(N)
aile. [To(Mo,N)-lIo'(N) , '1o(N»)
aXl
b,(N)~
aTolo,N)
• Calcul de la dérivée de L par rapport à To(i,j) i=l,Mo- l j=i H,N-l
~ =0 °<=> Po(i,j) = (1-O'o~t) [(1- w~(j) ) Po(i,j) + w~(j) pO(i+l,j+l)]
dra(l,]) "0 "0
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• Calcul de la diri'lh de L par ra ppon à Tol)lo. j) j - Mo+ I ,N
• Calc ul de la d f ri'l f e de L pu rapport à To(i,N) i= U .1o-1
• Calcul de 1,. d hi...h pu rapport à Tol~fo,N )
+ p,( l ,i.;} ,s,(N) aT~~~:~)
• Calcu l de la. d~ri ...ée de L par rappon à Toli,j) i=iJ.1o- 1 j-Mo H,N- 1
• Ca lcul d e 1,. dtri.ée de L pat t appo n à TO(\io,j) j= Mo+ l .N- 1
aT:~laj) ~ O <..-> Po(~foj) - ( l--a~t}(l - W~) l Po(M..,j-+l )
+ a JI.II(s,,(j ).'o"(jl .'o'lj)) ~~
",.
illle,IT.i~1ojl--TolOjl ,rld j)J
aTol ~1oj )
6,Ola:~~j)
• Ca lcu l .le la d Ü ' v'; e de L p.... ra ppo rt Jo'j'g(O,jl j -).I..,+ l ,N o l
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• Ca lcul de la dhiv! e de L plU' rap porL à Ta(i,N) i-l,Mo- l
• C alcul d~ la dêrivée de L pa r rappo rt à Ta(~lo, N )
ôIl.,. [T u(M",N ) To(O,N),p,iN )J
ôTo(Mo,N)
• Calcul de la. dé riv ée de L par rap porL ltoT,iO.N )
if1:~.N) oa O <=> Po(O,N) - p,~(O) +-c,.ofT ol.O,N) 1'." 0 ))
51( N);~,'~ )
• Ca lcul de la dhiv<'" de L pa r ra pporL à wJ j) j - ~1o+ I,N- 1
ôL ° _ "'00 Po [ ÔJ. (LI.SoCil,.1.poCj») &J",(l/,Solj),rlu"(j)Ai(j)) 1
<1wo(j) ~ <-> J - ùwoCn + <1wo(j) olt
+ Po [ ';; PO(i ,j+l)..!... (I-oo olt )( -Toli, j) + To(i- I, j))
1_ 1 >'0
• Ca lcul de la dérivée de L par rapp ort à wo(N)
• Qo(j) , (J~ (j) n'existent pas
-179-
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o N OE UD LI~EAIRE 1 :5 k :5 Nst- f . D é ri ~ Ati" ll pu rapport aux varia bles d'hu à un ho<:ud situé
au milieu d"un t ronçon linéa ire 11ui~t~ (111 ~ lqll rs d ifJ ére n c e~ s 'il y a Une soes-s te tion Ou non au
noeudk"
• Calcul de la d ér ivée de L par rap port lrt. .1Pk(j) j=~1o- 1,~
• Calcul de la d èrivêe de L pa r rap port à T. (i,j) i=1,:'>1. -1 j - Mo+ l, l\"- l
• Calc ul de la dé rh"ée de L par rapport Il Tk(M" j ) j = ~ ~+ l ,1\- 1
• Ca lcul de la d êriv ée de L pa r rappo rt T,c!0J ) j_M~ ~ I ,N_ 1
1 · 1' .. 11: I I y a u ne 8OU","t ..t1on en k
an<2[{k(Wk(j ))- T. (O,j),1",0l ]
ây,
2 · l'as: Il n ')" a p u de SOU&-8 ta t.Îon en k .
• Cak ul de la dérivée de L par rappo rt" Tk(i,N ) i_ I ,M. _l
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• Calcul de la d hiv~e de L par ra pport à T.(M. ,N)
• Ca lcul <le la d érivée de L pa r rap port à T~(O,N )
1 • " RH' Il ~. II. un e NO" "'lI.t.ation en k .
2 ' "asl Il n'y Il p ll.1I. <le ao ua-Ht . t lo n <m k .
• Calc ul de la dé rivé e de L par rap port à l \( i,j) i ~l ,!.r. -I j=~1o+ J .N- 1
l.ea ca.~ avec Ou Mns sous-stat ion sont indentiqees.
• Ca lcul de la d iriv ée de L par rappo rt li T.\O,j) j_~~+ l .N_ 1
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• Calel,l de la dé ri.. h de L par rap port .. f.(M. ,!'rO )
a'i..~~. ,N) - 0 <- > ii. (M. ,N) - p~~ft. } + c rl'('f" (~{. ~"" I -f"IM.))
+ Pk,,(O,N) ~:~~) ~ . I(N) a'i'~~~ :~)
l ' ., ...: Il y .. une Kio.~latkoft au n .... u d .. .
2· e...: Il n 'y a P" d e llOu.-d at io n a u n oeud k .
P ""de u Jeul dc!.OJ
• Calcul de la di rî.. f e de L pu ra pport à Q.(j) j -~4+ I ,N
l ' CilS: Il y • un e 8Ou...t atlo n au no eu d k .
an,, !s.(Q.(j)) ,1p,.(j) .v.{j)J o%., (' kÜ))
iJyl OQ.(j)
2 ' ca . : Il n'y .. P" d e "'WO-R a t io n a u n o eud k .
Pa&de calcul d,. 'h (j)
• Calcul d'Ole d érivée de L plU" rap port à -.m j -Mo+ I.N- 1
-1 83 -
[i P",(i,j+ l ) ( l - O'~~ tl -!- (-1\ (i ,j )+1\ (i- I ,j)) ]'_ 1 "\
• Calcul de la d ér ivêe de L par rap l>orl" wk(N)
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o :-;O EU D A \'A NT EM BRASCIIEME:"lT k - Nst: Diriva~àon p.u rapport. . .. . u ri&b IH d'hat à
..nnoe..d aîtuiavaIllunembranch..m..nl
Rap pelons q.. '. n ce: noo:o ud les caIlali&Ationl .Jlu et retour iIOnt fictive. donc:
{
T _ (O,j) - T".. (MNoo,j}
T,.,.(O,j1 = T" .. (\-I_ .j)
P" ..(O,j}= pNo,IMNo.,j)
P" ..(O,j) -PNo.(:-'l"" ,j1
• Calcu l de la d ér ivée de L par rapport ll. a pN..(j) j - l .N
• C alcul de: la diriv i e:de L par rapport il TNoo(O.j l j_\I,,+ I ~"':
l ' c:-..: Il y a Une ........ t . tàu n a u n _ ud N..t .
ûL
81' No.(O,j) !I!I 0 <-> PNoo(O,j) -
2 ' eaa: U D) a p u d.. ao ....... t .don au n.oc:ud :O;.t.
• Ca lcul d .. la d ériv é.. de: L "al' rapport il TN.,(O.j) j_~+ I ,N
• C. lcul de la dé rivée: dO'L par rap port il '.~..(j) j - \ l,,-r l .N
-185 -
• Calcul de la dérivée de L par rapport à QN't(j) j=Mo+l,N
1· cas: Il y a une sous-station au noeud Nst.
2· cas: Il n'y a pas de sous-station au noeud Nst.
Pas de calcul de l1N,,(j) .
• Calcul de la dérivée de L par rapport à w(j) j=Mo+l,N
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D :"OE....V APRES EMBRANCHEMENT k - Ôou Ô. 1 Der iva t io n par r a p port aU 1I: vsria h l"
Par convention . en ce l>OCud il n',. a jama~ de AOU$-SUtion .
• C&lcul de I~ dhi.,h de L~ rapport à .l l\,(j ) j=Mo-ot I ,N
. Caleul de ladl-ri.. h de L par rapport. à t';'~,j) j-Mo-ot I ~"I- 1
at:~1oJ ) ,. 0 <-> PJ~!,).j) - Pi(O.,j ) + I l''';'~t l ( l - W~» p~j+l)
- 6j (j) ;:~~~~ J
• Cak ul de la dhi..h de L par rapport à t J i.N) i - I,f\~- l
• C/llcul de la d h iv f e de L par rapport à tol~\).N)
ottl.~~.N I - 0 <-> PtI:.\~,Nl = PIIO,N) + p,~(~tJ + t'/I&(t41~160N ) t ht\fo»)
61(N) iI;~'~~~J
• Calcu l de la d ënv ëe de L pu rapport à t o)(O,N)
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• Calcul de la d er Îvh de L pu rapport à foli,;) i=lj~ 1 j- \Io-+I,N-I
~.,. ° <_> pJ i,j) - ( l -ô~tl [(I -~I Tblï,i-+Il -+~ t .fi ...IJ -+I)]
&Tlf1ï ,j) >.~ ~ 0'
• Ca lcul de la d h i" h de L par rapport À Tol~1t,j) j-~lo -+ I ,N- l
~~ !!!! o <=> Pt,l \ to.il - (l-â~I )( I -W~j ) I Pol~fo,j +l l
8Tol~~JI ~
_ . Stlj) _ . a~,~...)
... p,...(o,Jl 5_0> - 6j lJ) aTO(}Io,j)
• Ca lcul de la d êrivêe de L par rappo rt ~ Tol0.j ) j- Mo-+I, N-I
• Calcul de la d<1 ri . ~e de L par ra ppon à 1'oli,;".; ) i- I..\~-I
• Calcul de la d êrivé e de L pM rapport à 'Î'J~'.i,N1
âJ ~ . StJN) $.(N) ~f~ ... )ôt'ol.t:~ ,N) .. 0 <-> piP-Io,N) - PN..(O,N) S_ (N) 1 &Tol:'w~N )
• C"Jtu l de 1.. d ~ri..h de L p... ra ppon. ~ 1'010,:-1)
a1';~,~) """ 0 <-> pJO,N) - p~O) -+ea6t,TJO ,N) t e6t,O» ~;(~ )) ;~~:~)
'ôm n' cx;"te p... .
QM"il n' existe pM .
at. _ 'fol.~l.l ,; )
itWtJ.j) - 0 <-> 'l'l j} = 'Jl<oJj) -+p",",(O,N) SNoIOl
• O' r- (j) -+!;1(j) Tr<!\liJI ]
i\/ Jl !l(j)
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[~ pJij+l )(l-à~~l ";"" ( -Î'J î,j) + TJ i-l j ))11- 1 ),6
• Calcul de la dérivée de L par rapport à ...·JN)
ôL&wotN) !!IO 0 <- > '"Jo(N) -
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o f" OEUD F E UILLE k = N·st: De,riva t ion p ..r r ..pport a Uli v ar iab leM d 'é t " t ~ Un noeu ù
feu ille
• Calcul de la d ériv ée de L par rapport à
ai l" !g tl,,(QN,,(j )}-~P)J"..(j ),')!'t..(j)J
iIy,
• Calcul de la dér ivée de L par rapport à i~..(j) j=Mo+l ,N
• Ca lcul de la dériv ée de L par rap port à QN',,(j) j ~ lI lo+I ,N
• Ca lcul de la d ér ivée de L par rappo n il. iJ,,(j) = t ti ,,(Oj ) j - f\.lo+l,N- 1
• Caleul de la dér ivé e de L pa r rapport à 0J ••(j) = t ",,,(O,j)
. &~N'.,('rN',,( O, N).Wj..(N))
+ "N'.,IN) irÎ'~,,(O,N )
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AN N E.XE Il
DE T AJLS DES SIM UL AT IONS
1. C ur nc t êr lst.iques d es ré seaux èt.ud l èes
1_t. :\"o tat.io ns et u ni t"fI. ut ilisée&
• Caraet é r "' '' iques d 'un êehanll:~u r k,
_ eodJi ti ..nt d '~ehanK~ th..rmique de l'i..hanS"ur ( W/ m'1(:o1
_surfacede l'hba.nKeur lm') st
_ d i bit <lans 1.... ireuit ....ondai.., d.. l ' h ban&:..ur ( K&: / • ) Ql'
_temphli turea lasortie de l' écban g..ur s....ondaire (G") 92•
..... r ~ 5i5tanee hydr auliqu.. de ]'~ ..han",,,ur( rn-1KK- l ) R t
• C a racth 1..t.iq ues d 'u _ eonduiu k :
_ dia mh.., in t ~ri..ur de ia eonduite ( m 1
_ dia mh .... n ttrieur de Laeonduite ( m )
_ diam hre ntiri..ur d.. l'~la.nt ( ID )
_ longueur de la conduite ( m 1
_ t ..mptr l\turedel'airdu cani veau ( G" )
.....m"""" vol umi'lue de ]'u u ( KI /m a)
........ pac: i t ~ ca.lori6que de l'eau ( J j KgC"')
_ ..O<'fficient de ..ooduetî bilit ~ Iherm iqu.. n.hlÙ-uu 1J j maG" 1
_ eQeffici e ntdeeooduetibi li t ~ Ihu miqu.. iaolan t- air ( J/ mM::")
.....coeffici..nt d.. pert .. Iin b Ù'e de ..hU&:e ( M dim.."axm )
_ coelticif"nt de perte sinsu lij,.., de ehMle 1 di ......Il!Iion )
Dl
DI
1)2·
l,
60 - cfC
Po _lllOO
C, 0 - 4218
k, _
1.2. C araeté r i..ti q ues d u r ésea u 1
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FSEAL: r
D éfinit ion Demande C:'IT"et" ri~ti qu e~ Car acthist iques
2 nivea ux ::~:,~:u~ DC~d~ i t~.ddate de ehan emen~
Noeud 1 Chaufferie 0.30
DAO
1000
O.ül S
5
Noeud â Sou,,"st ation 151J01JOO .000 0.30
9 0.40
22-15000 27 won
90 O.ülS
20000 s 16!)O 5
Noeud 3 Sou ".." ~atio n 1S0ooo0 . 000 0.30
9 0.40
224 5000 27 1000
00 oms
20000 s . 1690 5
1.3. CArAc t ér ist iq uee d u ré 8e AU 2
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RESEA "
D éli" i~i "" Dem....lHl~ C~,..,thi stiq ues 1 Cara.cto! ris.liqllH
2 niveaux ~:h~~.~~ ll~ I~od~'~~Ada te de ~hl'll e mcnt
Noeud 1 ChaufT..rie 0.10
0.18
500
oms
5
:"oeud2 Scue-steuon 60000 .000 0.10
, 0.18
60000 27 500
00 0.015
1600 5
!'ioeud3 Scus-erarion 60000 . 000
,
120000 27
500 e. 00
1600
Noeud ~ Noeud li ~ ti r 0,0;;
013
500
oms
5
No eud 5
1 SO. ....rion ' 0000 .0009
60000 27
90
1600
Noeu d li Noeud fi ~ ti r 0,05
0. 13
800
oms
5
Noe utl 1
1 Sous-stauon 120000 .0009
60000 27
00
30005 . 1600
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a. E t u de c o m p lète de la s im u la t io n s u r le rése a u 1
On a. effectué la.simu la.tion aveC le p r eml., r , l~ d .,lIx lpm " et le troi~ipme ..e hé m ll
2.1. D'is cr è tiaations ad opté es pou r les t r o is sc h èmaa
D iecr H u.a ti on a dopt "" po u r 1"" t ro is .." hé mlUl
."""~ma. Z ' schém a
1
3 ' ac:hém"
(in it illlislltion s ur le
uom bre de pwncules ]
Nombl'ede points condu ite 1 ec so 20
euespace 5Z,6m 34,5m 5Z,6rn
p.... enespace condu ite 2 20 60 20
corre~J>Qndant 52,6m I7m 52,6 m
' "
condu itt3
pas en tem ps co ndu it e 1 1628 IBOs
"( ou~t.) co nduite 2 162s IllOs
eonduite 3 162s tooe
pas d 'hor lOll:e rsoe
" .
nomb re maximu m co nd uit e ! illier: 60 Re tou r: 35
de par t icu les
ccnduite â alle r : 65 Reto u r: 60
co nd uite 3
no mbre de co nd uite ! res .61 633
pas Cil te mps
. ur [O,T ri cOlldUlte2 rse is 633
eondu it<-s3 ... 192 633
- 195 -
2.2 . Coùts d ... fon ct io n n em e n t o b t.en u s p o u r les trois eeh émaa
Coût.. <1.. ron ctionn em.. n t sur [a,T,1
1 seh éma e - seh êm,. 3 ° schéma
""" h,,miqo, 1 "'OO.I ~ 1 H1 58.101 1-1231 10·
deman des ind ll~e~ 1
COllt t hu rnique
p o, 31175.10"' 3678 4.10"' 371G6.10'
demandu ind ll$<!5
coùtélerl rÎqlle 2666 3.101 251bO.IOI 25t11l7.101
cooi t to tai
avec 11236.10' 14183 .10' H 260 .I O'
dem andes ind u"",s
coûl total
sans 31 l12 .10) 37039.10' 37166.10'
demandeainelusea
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2.S. Co u r b<:-8 d 'év o lution d .... co ûta , d .... va ria b le>!d 'ita ta po ur 1eRt.ro Î!!ec h émae
Pour ehacu n des lroi:s Khf maa. on a ln quat..., si ri.... de eour~ suiva nlea:
Courbes d ~s ~oû t" insllUltlln h f1f'(C triqun . lh..tmiqueo., to tA UX
(Ces courbee sent rapport ~ \'c8 "Ur rA mpm~ pa.g.. pour qu'on pui_ ....pidem.." ~ p......evcir ln
part Kuiari lianumériqups d.. chaqu.. ""h~mll.)
Courbes du h ais asaocii" au llOtud linéai .... 2
Courb~" d... ~\.ata _ ih au noeud f..uill.. 3.
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COURBES DES COUTS DE fONCT IONl'i E:\Œ.."'IT
POUR LES TROIS SCHJ::MAS Nl:Ml .TUQU.:s
'U 98 • • • •-._ ,~i . . -.~l -- -:
0.0 COJTna: '.l<'.Je" ~=~~:U"; 2:''':.°:':.0 """
:::
Z ,,", O . O
0 .0 - ., •
0 . 0 . 0 0 0 0 . 0 2 00 0 '. 0 ..,
~"'" II<e/<>O IIlUl! er 'O ' ll. INs r """ T" N!"S ~• • • . ' 90 E. O.
~)bl__~"_--L -~
'~':l L 1:::
::t:::F;. =
0. 0 0 .0 (011' T>tI!....r .... [~ ";';T:.O aIS! . .. • • O.OO5f:.. . · - ...~.
~~·LI . j ,,-."
0 .0 0.0 to.IT ~EC1Il~",l~;:~~:rANE . 0 .. ~.
,"oo: f
oooo.ot
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CO URBES D'EVOLUTION LJES VARIABLES D'ETAT
P OUR LE PREMIER SCIlL'MA NUMERIQUE
gt (sec . )
20 0 00 . 0
~ c2 }
IL
~
RESEAU 1 - SCHEMA 1
( Di s c rétis ation 1 >
~l"'----
1000 0. 0 2 000 0 .0
DEBIT CANAL
10 00 0 . 0
PRESSION
...
Ko/seo.
30 . 0
2 0 . 0
10. 0
a.0
c.0
p.
3 00 0 . 0
2000 . 0
1000 . 0
t('$eC.. )
t (s~c. . )0 .0 10 000. 0 lOOOO. O
TEH? ALLER ET RETOUR X- L
0 . 0 100 0 0 .0 20 00 0 .0
TEMP ALLER ET RETOUR X&(l
~
,
1--
,
1
90 .c
90 . 0
oc
•c
140 . 0
H~ . O
16 5 . 0
140 . 0
11:1. 0
165. 0
NOEUD 1 (CHAUFFERIE)
oc t<gl,$tt
30.0
RE5EAU1-SCHEI'IA1
(t>i s erH is ation 1)
165 .0
20 .0 , .
140 . 0
-115 . 0
".o~ 1"'--
~
t (sec..)10000 .0 2JOOO.0
DEBIT CANAL
0.0
0 .0 LI L'~,..lI~~.L1 ~~~'u,~·..ll~ ~~~
0. 0 :0000 .0 200 00.0
TEMP ALLER ET RETOUR x-o
90 . 0 [ I ! 1 . 1 t (~e(. .)
-c
165 . 0 ~ 1U-/~
Kg/~r.
30 .0 L
20. 0 ,.•
140 . 0 " ·
115 .0 . - "'----
10 .0 . -
<,
0 . 0 10 0 0 0.0 20000.0
TEMP ALLER ET RETOUR X"'L
0 . 0 :0000 .0
DFBtf F.C~.l.HGF.llfl
20 00 0 . 0
NOEUD 2 (LINEAIRE)
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COLlUl F.s D'EVOLlJ1'10 r-:DES vAIUA n LES D'ETAT
POLIR LE DF:UXIEME SCHEMA NmŒRIQUE
~
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1
c-
C--
~0>-
.;
10.0~ ,1,-- - -
·C
165 .0
140 . 0
115 .0
90 . 0
-
1
. . ' . .ij
r ( ~~(..l
Kg / St.c..
3 0 . 0
20 .0
0.0
I<g/sc:c.
30 .0
20 .0
tO. O >-
RESEAU 1 - SCHEMA 2
10000.;) 2 00 00. 0
DEBn CANAL
t..(se.c...) e .u tOOOO.O
DEBIT EOi.....6fLA
<:00 00 . 0
NOEUD 2 (LINEAIRE)
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cocnnss Di;VOU;TIO:-.JDES VARl·\BLES D'ETA T
PO VR LE TR OISI&\Œ SC'IIDlA JIo1Jr.ŒR IQUE
' c K'i/ W:.
RESfAU 1 -SCH Er
sc .o
165 .0
90 . 0
140.0
'C
f-- 20 .0
10 .0
0.0
0.0 10 00 0 . 0 20000. 0 t:.(se
DESIr CANAL
p,
':'000 .0
2000.0
10 0 0 . 0
0 .0
0.0 10000 .0 t (sec.20000.0
PRESSION (: 02)
t(se.c. .)
C lSE.(. )
1
~
0 , 0 10000 .0 .20000 .0
TEMP ALLER ET RETOUR X=O
0.0 10000.0 20000 .0
TEM? ALLER ET RETOUR X-L
00 .0 l , • ! 1 l , ! ! 1 ! , , , , , • ! ! ! ! l , ! ! !
165.0
1-<10 ,0
115 .0
NOEUD 1 (CHAUFFERIE)
., "% / ~ u:. · RESEAU 1 - SCHEMA 3
1
1 30.0
''''H-J 1 20.0140.0 10.0
t15.0
90 .0
0 .0 100 00 . 0 20000 .0 t (çe<!..) 0.0 0 . 0 10COO. 0 20000.0 t:.(~u..)
TEMP . ALLER ET RETOUR X-O OEBIT CANAL
· C Ki b '-c.. ·
'0 . 0 l- I .0
165 . 0 1
20 . 0
140 . 0
10 .0
115.0
90 . 0
0 . 0 100 00 . 0 20000 . 0 t <.~ec . )
0 . 0
0 .0 10 000 . 0 200 00 .0 t (..«. .)
TEH' . ALLER ET RETOUR X' L CArT EcHA~M . i l\" 4 . 0 1 l U "'. ! '!
NOEUD 2 (LINEAIRE)
'C
t6!5 . 0
1.\0 . 0
115 . 0
90 .0 ' ! ! • , •
10 000 .0 ecccc.c
TEMPERATURE ALLER
P.
03000. 0
2000 . 0
tooo.O
c (~ e. ~ . )
Kg!""
3J . 0
20 .0
RESEAU 1 -SCHEMA 3
0 . 0 taooa.a 20000 .0
PRESSION r: 021
NOEUD 3 (FEUILLE)
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C o u r b es d'évo lutio n po u r u ne d illc r é t Î!la t io n p lue fine pour le p re mi e r sch é ma
Les pas eo esp ace pour les deux ea.nalisalions sont cinq fois plus petit que pour la simula tion J Vue
peèeé demmenr.
0 0 a les qUll.tr e sé ries de cour bes suivan tes:
Gourbo's deseoûts insta ntanés éle ctriques, th er miqu"" . to taux.
(Ces courbes sont rap port h s sur la Oléme page pour qu 'on pu is.~e rapidement, percevoir les
particu lar it és num ériques de chaque sché me.]
Cou rbes des é tll.ts ll.S8OC iés ll.lInoeud ehll.uiterie L
Cou rbes des é t ll.ts ""wc iés au noeud liné a ire 2
Co urbu des é ta t.'l associé s au noeud feuille 3.
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COURBES DES CO UTS DE FONCTIONNE MENT
P OUR LE PREMIER SCHEMA NUMEIUQUE
[disc r érisaaion plus fine]
RESAU 1 - SCHEKA 1
(Discrê t i sa t io n2>
I~ -
W
50 . 0
4 0. 0
3D . 0
2 0 . 0
1 0 .0
0 .0
0 .0
W
7 500 . 0
5 000 .0
2 5 0 0 . 0
0 .0
10 0 0 0 . 0
COUT ELECTRIQUE rNSTAI..JTANE
10 0 0 0 . 0
COUT THERM IQUE ET TOTAL IN5T
~
2 0 0 0 0 . 0
max" 29 .9
I~
<,
2 0 0 0 0 . 0
ee c-. 754E+04
t {$ec..)
t lS~C ' )
COUTS INSTANTANES
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COl:RBES D'E\'OL UTIO:-l res VAlUABI.ES D"ETAT
POUH LE PREMIF.RSCHt:\t " Nl~IERJQl'E
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Coùte d t! fon ct ionnem ent. po ur d iffé r en t.elI d i!lc r f-t.isa t.io nll
Di.scré tisa l iolls CoiJl.8
.:1 ~ (m) .:1t (s) ther mique thl."n n iquc H~triqu",
1
total
ca na lisa tio n ! ca na lisa t ion 1 ave c \V san~ W
canalislI.tion 2 ca nali ll.at ion 2 1
1 sché ma 52 .6 {20poînts) 162 14209 .10' 31175 ur 26663 .101 3144Z .l oS
52.6( ")
~'fl.4 (50 po ints) 63 14183 .10· 36913 .10"' 26070. 10' 31 114 .10"
20.4 ( " )
1O{IOOpoill tll) 31 14111. 101 36791.1O! 25154 .10 ' 3704!l10J
10 ( " )
2 ' sc h é ma 34.5 {30 points ) 180 14158. 10' 36784. 10"' 25460.10 1 37039. 10"
11 (GOpoin ts) 156
25 .6 (40 poin ts) 133 14164.10· :\6880 ,10- 25393 .10 ' 311 34 .10"
12.1 (80 po ints) H7
1 20 .4 (50 points ) 100 I ·U 43 .t O· 36496 .1O~ 2532 5.10' 367 9·1.10"'
10 ( 100 points) 93
J ' s ch é ma 52,6 (20 pa rt .) 160 14234 .10· 36909 .\ 0- 25661.10 ' 3716B.l er
52.6 (20 pllJ1..) 60 14119 .10' 36179 .10' 25531.10 ' 311135 .10"
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3. Etude de la simulation sur le réseau 2
On a effectué la simulation avec le premier ct le troisième schéma.
3.1. Discrétisations adoptées pour les deux schémas
[- Discrétisation adoptée pour les 2 schémas
1
l schéma 3 0 schéma
[initialisation sur le
nombre de particules)
Nombre de points conduite 1 20 10
en espace 2Sm SOm
pas en espace conduite 2 20
1
10
correspondant 2Sm SOm
Llxk conduite 4 20 10
25m SOm
conduiteS 20 10
40m SOm
pas en temps At conduitel,2,4,S 7s
pas d'horloge 30s
Lltb
nornbre de
pas en temps 901 1442
sur [O,Tri
- 221 -
Cou r bes d 'é vo lu t ion d es eo ùt s , d es vaela blee d' éta ts po u r les deux chéma.s
Pour chacun d~s deux seh~ mM, on a les six sé riu de courbu sui'llanks'
Courb~s des coûts insta ntan és élec triques, therm iques, t<>ta ux.
(C<:seourb~ sont rappor t t <:ssur la m~me pag~ . )
Courb "l1.1""t ~ll.ts IIMQ(: Îés au OOl!ud cha ufferi.. 1.
Co urb es c1es états a.'loSOC iéa au noeud linéa ire 2
Co urbes d.-s états lIAAOei és au noe ud avant ~m b raJlc h em~n t 3.
COllrb~1l d~s états 3.'lolOOC Îés au nor lld r~ui ll~ 5
Co urhes du é ta ts a.-xîé s au nor nd rcui lle 1
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COURDES DES COUTS DE FON CT IONNEMEN T
PO\..'R LES DEUX S~L'\.S Nl"~lEHIQUES
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2000_ 0 -100 0 .0
CO\JT nEil>lIQUE Er TOTALINS T /: ell .u,__6<)8. u~- . ~04e:"0 ~
JJ -~~ I :·r~·
'oo U ~~
0.0 0 .0 "'O~O .~ ~O~O . O 1 6Ù~0 t{ ......:
t.O\J'ELECffHClUE ' hSh.H Al'IE
~lt:-,j ,~ ..
20 0 0.0
COUT 'rflE;J'lIllUE ET TO T " ~ HIST [' ''1 1 ,, ~ ~ ~ -ijo8.
CO UTS INSTANTANES
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COURBES D'EVOLUTION DES VARIABLES D'ETAT
POUR LE PREMIER SCHEMA NUMEHIQUE
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COURBES D'EVOLUTrON DES VARiABLES D'ETAT
POUH LE TnOTSŒ11E SCHErvlA NlJMERIQUE
t C...e.c. .)
EOCO.
RESEAU 2 - SCHEMA 3
ZOOO.V -:O:lO, O
DEBIT CANAL
0 . 0
15 . 0
10 . 0
"r,/ K' .
<:0 . 0
. 1r l . 1 , , ' . I , , _ . ! . . · .1 .t ( s.t.t..) 0 . 0 ;J.:
EOOO0 . 0 2000. 0 4\l00 . 0
TEfofJ . ALLER ET RETOUA X"O
1,-
~
1
·c
70. 0
120. 0
:.70 .0
· C P.
170. 0
f.-l-'
1
750 0 . 0
';klDD.a <-
120 .0
250 0 . 0
O. C ~IJOO . O 400 0 .0
TEHP. ALLER ET RETOUR X" L
0 . 0 ..oIOOD.O
(; 0 2)
NOEUD 1 (CHAUFFERIE)
~ 1
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AN N EXEIH
DE T AlLS DE S OPTIM ISATIO :'\lS
1. U i-seau à u ne c ha uffer ie , un e so us-s tatio n
L I. C .. r aelér i ~ t iqu_ du r é se a u
RESEA U 1
D~ 6n Î tîon Demande Carac~h~Liqu" Carac t" ri&tÎ'Iue-.
2 niy eaUlf ::h~~~u~ D~dt~ ~,daudeehanernent
Noc-ud l Ch au llm t 030
o.eo
•000
OOI :lo
,
N<xud 2 Sou.-.utioD rsoocœ . 000
"200000O
"so
321...... l'''
.L 2 . Co u r b ... d ' ,éyol utkm dao t.em p ér a t u ..n . d u d éb it
:-Jou s ral'por ton' ,.,. courbfloobten ues pour les essais suivant..:
AUllffit nl at ioll d. d..man de
Dirninuti on de dema nde
V" riat iolldu t .. rir éleclriqllc
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AUGME:'-IT ATI O:"JDE DEMA.....'OF:
- courws des t emp ~rll t \l re S
<courbe du débit
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DIMIN UTI ON DE DEI\.1ANDE
• ~01J r b<'$ d e8 t cmp h " t u res
courbe du d êbit
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VARIATION DE TARIF ELECTRIQL'E
courbes des températures
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2. R ésea u lin éa ire à u ne cha uffer ie, deu x so us-s ta t io ns
Il s' agit du RESEA U 1 êtud i ~ en simulat ion.
2 .1. C a.r-act. èr-ist.iq ues d u ré 8ea u
RESEAU 1 1
Définit ion Demande Caract éris tiques Caracthis.t iques 1
2 niveaux ;~~~:'~e~ Conduitedate de ehanzemenr D .D LA
Noeud t Chau fferie 0 ,30
0040
1000
0 ,015
,
Ne>eud 2 Sous--sta lioll "'XX" 4000 0 .30
9. 0.4 0
224'>000 27 1000
90 0 .015
36<\1-11'. 1690 e
Noeud â Sou"..sla t ion 1500000 4&~
9
224r.ûOO 27
90
36414 5 1690
2.~ . Co u - bee d ' évolut io n d es cou u , d Ml v a r ia bles d'é t a ts
O n a les quat re sêries de ro urb..s 8uivan tes:
Co urks des cQÛ~ inslant anh Hectr ique5, t l\ermiqu...., tot aw:.
Cou rbes des hs~ lISSOCiês au nœ ud chau fferie 1
Courbcsdes éta~assoc i és au noeud linhi re2 .
Courbes des étl\t.s associés au noeud reui11 e 3
Courbes <les différcncCllJe pression et des dilTérencee de pression minimum ut iles aux écha ngeurs
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COURBES DES COUTS DE FOt\ CTIONNEMEl'T
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COl'RBES D'EVOLUTIO;'; ces VAHL\1JU::S D'ETAT
i- 0~ il ~
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"'Sis
30 . 0
RESEAU 1
SCHEMA 1
2': 0 . 0
190 .0
20 .0 .-
1.:1 0. 0
L ~---
r-------------r l~
1 1 1 1.1 1 1
0 . 0
0 . 0 25000 . 0 50000 .0
TEMP. ALLER ET RETOl1A X""O
15 00 0.0 e. e 2'500 0 .0 50000 .0
DEBIT CANAL
7!lOOO. O
., " Sis
3 0 .0
2<:0 . 0
190 '0 ~
1,10. 0
20 . 0 0.-_
10. 0 , -
~.
.r-;
...... l , ! , . ! 1
25 00 0. 0 5000 0. 0 7!lOOO. O
DEBIT ECHANGEUR
0 . 0750 00 . 0
90 . 0 L I----I_ ! ! .1 1 ! 1
0 .0 250 00 .0 500 00. 0
TEM? ALLER ET RETOUR X"'L
NOEUD 2 (LINEAIRE)
1 - 2 ~ 6 -
J
0
à
8 <r~ =>lli
:i( ~ §o~
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CmJRBES DES DIFFERENCES DE PRESSION OBTENUES
ET DES DIFFERENCES DE PRESSION MINIMUM
AUX ECHANCf:o;URS
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R és umé de la. thèse
J e Re n ée Ll D IN
C O M MA N DE DYNAMIQ UE DE R E SEAUX D E
C II A UF F A GE URBAIN
Les r éseaux êtudiê s compor tent une chai.Herie pro duisan t de J'l'au à moyenn e o u
ha ute ~emphatu re . Des pomp u él ect riques lL". urent la. pression néc eMaire au d épa rt
rh eau pou r que cette eau circule avec Un cer tui" d ébit 1:1.t rav l'1'3des c an llli~a~ions aller ,
desse rve en cbaleu r lu sous-sta.Lion. d revienM " la chau fferie à trave rs du canalisa tio ns
, '~ to llr . l. e syst è me comporte deux types de eora.na ade qui 50nt III temp érat ure à l 'entrée
<I11IU le r ésuu (IOrtie cha ulTerie) et III vitesse dc,< pom pee (q,.li d êtermine la d illh ence de
prc:$II ion li. l'enl rée dll rése au). NOliS développolu deslog"icicls d 'Ilide à, la ccm prê hensicn
du com porte ll.ent dynam ique du rheau, d 's ide i. sll llrst ion o pti male face li. ,k a va riations
de données ext érie ures (collsommat ion.., tarif~ én ergét iques ...). Nous modélison s puis
op umison.. le Icnctionn emen; hyd raulique et th. rmique du l'beau, le cr it è re 1:1.min imiser •
(.t'Ult la sOmme SU t une durée donnée \O,TJ ,lu coû t de l' l'odutt ion de 1 '~ IUO chnude
[dé pendant du combustible u til isé, du mode d. fonct ionnement de la cha ufferie) et du
coùt de fonct ionnement des pompes (d ép cll_1Ilnt do tarif élec trique). l 'our qu 'un
algori th me d 'op timisation ne cherche P"" à b...i~;er le niv eau t herm ique du r éaeau sur III
lin du doma ine [O,TI (Ilfin dl' rédui re le coû ~ th ~" lIliqllf"), on fixe une cont rain te filiale sur
I"état dans lequel on sou haite laisser le l'b eau au t emps T . Pour la mod élisa t ion , nous
dc unons Ie list e des var iahles, du équa tiollS, dueont rain tesqui dé crive nt eom plhemen t
le Ionetic nnemer u du réseau. Nous donnons la. mét hode de calc ul de cu varia bles en
r êgirne st atique besê e sur un procéd é "d' ÎI\ t égrlltion" récursive dans l ' e ~pac e . Nou s
ét ud ions pour Ull réseau simple l'existen ce, l'unicit é de la solution à l'équatio n aux
dê rivê es pa rti elles hyperbol ique non linéa ire de prop agat ion des te mp éra tures. No us
donnons plusieurs sché mas de discrhisation pour sa rh olu t ion approchée. Pon r un
léSl'll u comp let , nousdhaillons la mé t hode de clilcul d<'Svarillolu basée su rk... di lTé re ut.a
~d, é ma.s et un procé dé "d' inl égrrltÎonn récursive dan s le lemp.~ et l'espace. Pour
l'optim~lItion nous proposons une mé thod e de réso lu tion du probl ème discrhisé bnsé sur
une tec hni que de Lagrangie n augment é , qui utilise des algorit hmes dl' t)' pe Arro w.
1rurwic. ou Ul awA. Le nom bre dl'll eontra in te. duAlisées est impor t an t . Nous d",nuons des
exemples de simulat ion et d 'opti mis:lt ion réalisées sur J es pet iLs rése aux afih dl' donn er
dcs interpr ét atiollssimples de lcur comport emenr dynarnique
